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7 przedmow Autora do poprzednich wydan

Z oryginalnego wydania (1936)

Profani wypowiadaja niejednokrotnie poglad, ze matematyka jest
juz dzisiaj nauka martwa: osiagnawszy niezmiernie wysoki stopien
rozwoju, zastygla jakby w swej kamiennej doskonalosci. Trudno o
bledniejszy obraz sytuacji: malo ktéra dziedzina wiedzy przezywa
w chwili obecnej okres tak intensywnego rozwoju jak wtasnie mate-
matyka. Rozwdj to przytem nad wyraz wszechstronny: matematyka
rozszerza zakres swego wladania we wszelkich kierunkach — rozwija sie
wzwyz, wszerz i w glab. Rozwija sie wzwyz — bo na gruncie starych
jej teoryj, liczacych setki lub nawet tysiace lat istnienia, wyrastaja
wciaz Swieze problematy, pojawiaja sie coraz mocniejsze i doskonal-
sze wyniki. Rozwija sie wszerz — bo metody jej przenikaja do innych
galezi wiedzy, krag jej badan obejmuje coraz rozleglejsze dziedziny
zjawisk, wciaz nowe teorie wchodza do wielkiej rodziny nauk mate-
matycznych. Rozwija si¢ wreszcie w glab — bo wzmacniajg si¢ jej
podstawy, utrwalaja sie zasady i doskonalg metody, stosowane przy
jej budowie.

W ksiazce niniejszej pragnatem dac¢ czytelnikowi, interesujacemu
sie matematyka wspotczesna, ale stojacemu od niej zdala, najogélniej-
sze choéby pojecie o tym trzecim kierunku rozwojowym — o rozwoju w
glab. Chcialem zaznajomié czytelnika z najwazniejszymi pojeciami
odrebnej nauki, zwanej logikq matematyczng, a stworzonej w celu
pogtebienia i utrwalenia podstaw matematyki, — nauki, ktéra mimo
krotkotrwatego, bo niespelna stuletniego okresu istnienia zdotata juz
osiggnaé¢ wysoki poziom doskonalosci i ktoérej rola w caloksztalcie
wiedzy znacznie przerosta wytkniete pierwotnie granice.! Zamierza-

"W niniejszej ksiazce logika jest traktowana przede wszystkim jako nauka,
ktéora utrwala podstawy matematyki. Poniewaz naturalnie nasuwa sie¢ pytanie,
czy moze ona odgrywal szersza role, z pewno$cia Autor te kwestie badal. Por.
takze pierwszy akapit przedmowy z 1941 roku. — Uwagi Autora stana si¢ bardziej
zrozumiale, jesli czytelnik wezmie pod uwage pewien wybitny ruch filozoficzny, z
ktérym Autor pozostawal w bliskim kontakcie. Zauwazmy, ze pierwsze wydanie
Wprowadzenia do logiki ukazato sie¢ w 1936 roku, czyli dziesie¢ lat po utworzeniu



tem wykazaé, ze owe pojecia logiczne przenikajg calg matematyke, ze
obejmujg w sobie jako szczegdlne przypadki wszelkie pojecia specy-
ficznie matematyczne, ze w rozumowaniach matematycznych stosuje
sie nieustannie — $wiadomie lub nieSwiadomie — prawa logiki. Chcia-
tem wreszcie wylozy¢ podstawowe zasady budowania teoryj matema-
tycznych, zasady, ktérych dokladnem opracowaniem zajmuje sie inna
znowu nauka — metodologia matematyki, i pragnatem pokazaé, jak
wyglada stosowanie owych zasad w praktyce.

Nietatwa bylo rzecza zrealizowac caly ten plan w ramach niewiel-
kiej ksigzeczki, nie zakladajac przytem u czytelnika ani specjalnego
wyksztalcenia matematycznego, ani tez wigkszego wyrobienia w roz-
wazaniach o charakterze wybitnie abstrakcyjnym. Trzeba bylo godzié
na kazdym kroku mozliwie daleko posunieta przystepnos$é z niezbedna
zwiezlodcia, starajac sie przytem usilnie o unikanie btedéw i powaz-
niejszych niescistosci z naukowego punktu widzenia. Trzeba bylto po-
stugiwacé sie jezykiem, mozliwie mato odbiegajacym od jezyka potocz-
nego, i zaniecha¢ stosowania specjalnej symboliki logicznej — cennego
instrumentu, ktéry pozwala taczyé w wykltadzie zwieztosé z precyzja,
usuwa w znacznej mierze mozliwos¢ dwuznacznosci i nieporozumienia
i przez to oddaje istotne ustugi we wszelkich subtelniejszych rozumo-
waniach. Trzeba bylo z gory zrezygnowaé¢ z systematycznego wy-
ktadu, z posréd mnéstwa nasuwajacych sie tematéow nieliczne tylko
doktadniej oméwié, o inne mimochodem potracié, inne jeszcze zupel-
nie przemilczeé, zdajac sobie dobrze sprawe, ze wybdr nosi¢ musi w
silniejszym lub stabszym stopniu ceche subjektywnej dowolnosci. W
tych sytuacjach, gdy nauka wspotczesna nie zdobyla sie dotad na jed-
nolite stanowisko i przewiduje dla jednego i tego samego problematu
szereg mozliwych, réwnie poprawnych rozwigzan, niepodobna byto
mysle¢ o objektywnem przedstawieniu wszelkich znanych pogladéw,

przez kilku filozoféw i filozoficznie ukierunkowanych uczonych Kota Wiedenskiego.
Jego cztonkowie duzo pisali o réznych doniostych problemach filozoficznych, jak
sprawy jezyka, nauki etc., a dazac do maksymalnej jasnosci i precyzji, czesto po-
stugiwali si¢ w dyskusjach pojeciami z zakresu logiki (i metodologii matematyki).
Do czlonkéw tego klubu zaliczal sie m.in. Rudolf Carnap (por. ods. 8 na str.
147). Dodajmy, ze zainteresowania i zalozenia czlonkéw Kola Wiederiskiego zo-
staly przyswojone (w wiekszym lub mniejszym stopniu) przez filozoféw w innych
miejscach, a w szczegdlnoéci przez filozoféw zwigzanych z polska szkotla; patrz
Krotki szkic biograficzny Alfreda Tarskiego.



x1

trzeba bylo natomiast decydowadé sie na jaki$ jeden okreslony punkt
widzenia; przy podejmowaniu decyzji dbalem raczej o to, by obrana
metoda rozwiazywania problematu byla mozliwie prosta i nadawala
sie do popularnego wyktadu, niz o to, by odpowiadata ona moim oso-
bistym tendencjom. — Nie tudze si¢ bynajmniej, ze wszedzie udato
mi sie zwyciesko wybrnaé z tych i wielu jeszcze innych trudnosci.
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xiii

Przedmowa do I wydania amerykanskiego (1941)

Niniejsza ksigzka jest cze$ciowo zmienionym, rozszerzonym wydaniem
pracy O logice matematycznej i metodzie dedukcyjnej, ktéra ukazala
sie w 1936 roku po polsku, a w 1937 roku w dostownym ttumaczeniu
na jezyk niemiecki (pod tytultem Einfihrung in die mathematische
Logik und in die Methodologie der Mathematik). Zgodnie z pierwot-
nym zamierzeniem byla to ksigzka popularno-naukowa, jej celem zas
przedstawienie wyksztalconemu laikowi — w sposéb taczacy naukowsa
dokltadnos¢ z mozliwie najwieksza przystepnoscia — jasnego pogladu
na silny prad my$li wspolczesnej, ktéry skupia sie wokot nowoczesnej
logiki. Prad ten powstal poczatkowo z nieco ograniczonego zadania
utrwalenia podstaw matematyki. Wszelako w obecnej fazie zatacza
on znacznie szersze kregi. Bowiem [dazy do objecia] calej ludzkiej
wiedzy. W szczegdlnosci, jednym z jego celow jest udoskonalenie i
wyostrzenie metody dedukcyjnej, ktora [nie tylko w matematyce, ale
prawie] w kazdej dziedzinie intelektualnego wysitku, stuzy jako nie-
zbedne narzedzie do wyprowadzania wnioskéw z przyjetych zatozen.

Reakcja na polskie i niemieckie wydania, a zwlaszcza pewne su-
gestie krytykéw podsunely mi pomyst nowej edycji nie tylko ksigzki
popularno-naukowej, lecz réwniez podrecznika akademickiego do
podstawowego kursu logiki i metodologii nauk dedukcyjnych. Ekspe-
ryment wydawal si¢ o tyle pociagajacy, ze w dziedzinie tej odczuwato
sie brak odpowiednich podrecznikéw na podstawowym poziomie.

Zeby przeprowadzié¢ ten eksperyment trzeba bylo dokonaé w ksigz-
ce kilku zmian.

W poprzednich wydaniach nie poruszano wcale lub tylko dotknie-
to pewnych podstawowych pytan i poje¢ czy to z powodu ich bar-
dziej technicznego charakteru, czy dla unikniecia punktow spornych.
Jako przyktady takich tematéw mozna podaé: réznice miedzy uzy-
ciem pewnych terminéw w logice a uzyciem ich w jezyku codziennym;
ogb6lna metode sprawdzania praw rachunku zdaniowego; koniecznosé
wyraznego rozréznienia miedzy stowami a ich nazwami; pojecie klasy
uniwersalnej i pojecie klasy zerowej; podstawowe pojecia rachunku re-
lacji i wreszcie koncepcje metodologii jako ogdlnej nauki o naukach.
Wszystkie te tematy omawiam w niniejszym wydaniu (aczkolwiek nie
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wszystkie w sposéb réwnie dokladny), poniewaz wydawalo mi sie, ze
bez nich kazdy podrecznik nowoczesnej logiki bylby niepelny. [...]

Inaczej niz w poprzednich wydaniach, w tej ksiazce uznalem za
niezbedne zapoznanie czytelnika z elementami symboliki logiczne;j.
W praktyce jednak uzycie tej symboliki jest bardzo waskie i ograni-
cza sie gtéwnie do éwiczen.

W poprzednich wydaniach przyktady do ilustracji rozwazan ogdl-
nych i abstrakcyjnych czerpatem gtéwnie z matematyki licealnej, uwa-
zalem bowiem i nadal uwazam, ze matematyka elementarna, a szcze-
gblnie algebra bardzo si¢ nadaje do tego celu ze wzgledu na pro-
ste pojecia i jednolite metody dowodzenia. W niniejszym wydaniu
jednakze, zwlaszcza w dodanych fragmentach, czesciej siegatem do
przykladéw z innych dziedzin, przewaznie z zycia codziennego. |...]

Zasadnicze rysy ksiazki pozostaly niezmienione. Przedmowa do
pierwszego wydania, ktérej gléwna czesé [poprzedza niniejsza przed-
mowe|, da czytelnikowi pojecie o ogdlnym charakterze ksiazki. Tym
niemniej chyba warto w tym miejscu powiedzie¢ wprost, czego czy-
telnik czy czytelniczka nie powinni od niej oczekiwag.

Po pierwsze, ksiazka nie zawiera systematycznego i écisle deduk-
cyjnego przedstawienia logiki; nie wchodziloby ono, rzecz jasna, w za-
kres podstawowego podrecznika. Poczatkowo do niniejszego wydania
zamierzalem wlaczyé dodatkowy rozdziat zatytutowany Logika jako
nauka dedukcyjna, ktéry — jako ilustracja ogdlnej dyskusji metodolo-
gicznej w rozdziale VI — pokazalby w ogélnym zarysie ciagly rozwdj
pewnych podstawowych dziatéw logiki. Zamiaru tego z wielu powo-
déw nie bylem w stanie urzeczywistnié¢, ale wtaczytem do rozdziatu
VI kilka odpowiednich ¢wiczen, co do pewnego stopnia kompensuje
ten brak.

Po drugie, poza dwoma do$¢ kréotkimi fragmentami [i kilkoma od-
nosnymi ¢wiczeniami w rozdziale VI|, ksiazka nie dostarcza informacji
o tradycyjnej logice arystotelesowskiej i nie zawiera materiatu z niej
wyprowadzonego. Uwazam jednak, ze ilo$¢ miejsca poswigconego tu
tradycyjnej logice odpowiada wtasdnie niewielkiej roli, do jakiej zre-
dukowano miejsce tej logiki w nowoczesnej nauce; wierze, ze moja
opinie podzieli wiekszos¢ wspotczesnych logikow.

I wreszcie, ksigzka nie zajmuje sie zagadnieniami z zakresu tzw. lo-
giki i metodologii nauk doswiadczalnych. Musze przyznaé, ze watpie,
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czy w ogdle istnieje jaka$ specjalna ,logika nauk do$wiadczalnych”,
przeciwstawiona logice jako takiej lub ,logice nauk dedukcyjnych” (o
ile stowa ,logika” uzywa sie w takim kontekscie, jak w tej ksiazce —
czyli jako nazwy nauki, ktéra analizuje znaczenie poje¢ wspélnych dla
wszystkich nauk oraz ustala ogdlne prawa rzadzace tymi pojeciami).
Jest to jednak kwestia bardziej terminologiczna niz rzeczowa. Tak
czy owak, metodologia nauk doswiadczalnych stanowi wazna dzie-
dzine badan naukowych i, podobnie jak w przypadku wszystkich in-
nych nauk, znajomos¢ logiki jest oczywiscie cenna w jej poznawaniu.
Inna sprawa, ze do dzi$ pojecia i metody logiki nie znalazly ani wa-
skich, ani szerokich zastosowan w tej dziedzinie. Byé¢ moze, ten stan
rzeczy jest nie tylko odzwierciedleniem obecnego etapu badan me-
todologicznych, lecz wynika z innych okolicznosci. Niewykluczone,
ze odpowiednie podejicie metodologiczne wymaga traktowania nauki
doswiadczalnej nie tylko jako teorii naukowej — czyli uktadu twierdzen
uznanych uporzadkowanych zgodnie z pewnymi zasadami — ale jako
calosci, zlozonej czesciowo z twierdzen uznanych, czesciowo zas z dzia-
tan ludzkich. Dodajmy, ze w przeciwienstwie do wysokiego rozwoju
nauk doswiadczalnych jako takich, metodologia tych nauk nie moze
sie pochwali¢ poréwnalnymi osiagnieciami — mimo podejmowanych w
tym kierunku wielkich wysitkéw. [...] Z tych i innych powodéw widze
male racjonalne uzasadnienie laczenia w ramach tego samego kursu
akademickiego rozwazan z zakresu logiki z rozwazaniami na temat
metodologii nauk doswiadczalnych.

Kilka uwag odnosnie uktadu ksigzki i uzycia jej jako podrecznika.

Ksiazke podzielitem na dwie czesci. Pierwsza jest ogélnym wpro-
wadzeniem do logiki i do metodologii nauk dedukcyjnych; druga po-
kazuje na konkretnych przykladach zastosowania logiki i metodolo-
gii przy tworzeniu teorii matematycznych, stwarzajac w ten sposéb
mozliwo$é przyswojenia i poglebienia wiedzy uzyskanej w pierwszej
czesci. Po kazdym rozdziale nastepuja odpowiednie éwiczenia. Od-
sylacze zawieraja krotkie odniesienia historyczne.

Fragmenty, a nawet cale paragrafy, zaznaczone na poczatku i na
koncu gwiazdkg ,*” zawieraja trudniejszy material lub zakladaja
znajomo$¢ innych fragmentoéw zawierajacych taki material; ominiecie
ich nie grozi niezrozumieniem kolejnych partii ksiazki. Analogiczna
uwaga dotyczy ¢wiczen, ktorych numer poprzedza gwiazdka.
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W moim odczuciu ksigzka ta zawiera do$¢ materiatu na kurs rocz-
ny. Jego uklad umozliwia postugiwanie sie nia takze w kursach pot-
rocznych. W przypadku uzycia ksigzki jako podrecznika do pétrocz-
nego kursu logiki na wydziale filozofii, proponuje doktadne przestu-
diowanie pierwszej czesci, tacznie z trudniejszymi partiami, a caltko-
wite pominigcie drugiej. Jesli natomiast ksigzka miataby byé wyko-
rzystana w pétrocznym kursie na wydziale matematyki — na przyktad
w kursie podstaw matematyki — to namawiam do przestudiowania
obu czesci z ominieciem trudniejszych partii.

W obu przypadkach chciatlbym podkresli¢ znaczenie doktadnego
i wnikliwego przerobienia ¢wiczen; bowiem nie tylko utatwiaja one
przyswojenie wprowadzonych pojeé¢ i regul, lecz réwniez poruszaja
wiele zagadnien, ktorych nie miatem mozliwosci omowié.

Bylbym bardzo szczesliwy, gdyby ta ksiazka przyczynita sie do
rozpowszechnienia wiedzy logicznej. [...] Logika przez doskonalenie
i wyostrzanie narzedzi mysli sprawia, ze ludzie nabieraja wiekszego
krytycyzmu — dzieki czemu staje sie mniej prawdopodobne, ze da-
dza sie zwies¢ tym wszystkim pseudo-rozumowaniom, ktérym sa dzig
ciggle poddawani w réznych czesciach $wiata.

Wrzesien 1940 Alfred Tarski

Redaktor pragnie wymienié¢ osoby, ktorym autor wyrazil (w po-
przednich amerykanskich wydaniach) podziekowania: K. J. Arrow, dr
O. Helmer, prof. L. Henkin, dr A. Hofstadter, L. K. Krader, prof. Lo-
uise H. Lim (Chin), dr J. C. C. McKinsey, prof. E. Nagel, Judith Ng,
prof. W. B. Pitt, prof. W. V. Quine, M. G. White, dr P. P. Wiener.
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Od redaktora wydania amerykanskiego

Wprowadzenie do logiki i do metodologii nauk dedukcyjnych Alfreda
Tarskiego zostato uznane juz za klasyke. Pierwszy raz opublikowano
je po polsku ponad pieédziesiat lat temu i woéwczas byla to pierwsza
ksiazka popularno-naukowa po$wiecona nowoczesnej logice. Wraz z
uplywem czasu ksiazke coraz bardziej ceniono. Przettumaczono ja na
jedenascie jezykow. Dzi$ jest wciaz aktualna i nadal przyciaga uwage.

Angielskojezyczna wersja ksigzki od wielu lat byla wyczerpana.
Po émierci Autora w 1983 zaczeto rozmowy na temat nowego wy-
dania. Przewidywano wtedy wprowadzenie do ksiazki zmian dwoja-
kiego rodzaju, uznano bowiem, ze istniejacy tekst wymaga zaréwno
niewielkich modyfikacji, jak pewnego rozszerzenia.

Z rozwazan o rozszerzeniu tekstu zrodzit si¢ pomyst drugiej ksiaz-
ki (w przygotowaniu), a to z kolei zadecydowalo o postaci niniejszej

pozycji.

Przystepujac do przygotowania nowego tekstu, oparliSmy sie na-
turalnie na ostatnim wydaniu amerykanskim — trzecim, z roku 1965.
(Jego gléwna tre$é nieznacznie sie rézni od tresci dwéch pierwszych
wydan.) Poczatkowo zamierzaliémy ograniczy¢ sie do drobnych ko-
rekt redakcyjnych. Wprowadzone modyfikacje okazaly si¢ jednak
doé¢ liczne i réznorodne. 1 tak:

(i) W rozdziale V dokonano zmiany konwencji przy przejsciu od re-
lacji do funkcji. Funkcje definiujemy teraz jako relacje jednoznaczna.
Wychodzac od ,xRy” otrzymujemy wzér funkcji ,,f(z) = y”. — Kon-
wencja ta pochodzi z pierwotnego tekstu polskiego. W poprzednich
amerykanskich wydaniach funkcje definiowano jako relacje odwrotnie
jednoznaczna, co prowadzilo do wzoru .z = f(y)”. Rdznica ta, choé
btaha, pociagneta za sobg zmiany w kilku paragrafach tego rozdziatu
i wymagata zmodyfikowania nie tylko wzoréw lecz réwniez tredci.

(ii) Niektore z éwiczen w rozdziale VI spelnialy role wprowadzenia
do dedukeyjnego rozwoju logiki. Cwiczenia te usuneli$my, poniewaz
zamierzamy je wykorzysta¢ w drugiej ksigzce. Na ich miejsce wsta-
wiliémy nowe ¢wiczenia, réwniez ogdlnej natury, lecz nieco bardziej
elementarne.
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(iii) Usunieto paragraf Proponowana lektura. Zredagowana wersja
tego paragrafu wejdzie do drugiej ksigzki.

(iv) Dolaczono Krétki szkic biograficzny Alfreda Tarskiego.

(v) Dodano sporo odsylaczy redakcyjnych. Oznaczono je: 1”7 i
77i7’ °

(vi) Zmieniono oznaczenia dostosowujac je do obecnie przyjetych.
Dotyczy to zwlaszcza oznaczen kwantyfikatorow i klas. Uwspotczes-
niono tez terminologie. Ponadto uaktualniono kilka uwag historycz-
nych i innych.

(vii) Kilka fragmentéw napisano dla podkreslenia kursywa, mimo
ze w poprzednich wydaniach nie byly wyréznione.

(viii) Zmieniono tres¢ w okoto 25 zdaniach (z tego cze$é znajduje
sie w ¢wiczeniach i w przedmowie Autora z 1941 roku.)

(ix) Dokonano licznych korekt stylistycznych w calej ksiazce.

(x) Dla zasygnalizowania zmiany tematu wewnatrz paragrafu w
obecnej wersji uzyto trzech gwiazdek, zamiast wolnych linijek, jak w
poprzednich wydaniach.

(xi) Dokonano drobnych modyfikacji w tytutach paragraféw. Mo-
dyfikacje te odpowiadaja unowoczesnionej terminologii i korektom
stylistycznym (punkty (vi) i (ix)).

(xii) Wreszcie, przerobiono skorowidz, by uwzgledni¢ wprowadzo-
ne zmiany, a ponadto zmodyfikowano go.

Pragniemy skomentowa¢ w tym miejscu punkty (viii) i (ix). W
kazdej publikacji trudno jest wyeliminowaé do konica chropowatosci,
ale w przypadku tej ksiazki dzialaly na jej niekorzyéé jeszcze dodat-
kowe czynniki. Tekst angielski prawie w caltosci byt ,ttumaczeniem
tlumaczenia”. Prace te wykonano w po$piechu, do tego w niesprzyja-
jacych okolicznosciach. Kolejne wydania natomiast byty fotograficz-
nymi odbitkami, w ktorych do gléwnego tekstu dato sie wprowadzié
tylko minimalne korekty.

Méwiac o modyfikacji tresci mamy na mysli na przyktad § 19, w
ktérym zmieniliSmy krytyczne uwagi Autora odnosnie tradycyjnego
uzycia w geometrii terminu ,,réwnosc”.

Co sig tyczy stylu, to tekst stracit juz pewne cechy podwdjnego
ttumaczenia. Na przyktad poprzednio w ksiagzce czesto wystepowalo
stowo ,thing” (,rzec?’) — w odniesieniu do liczb, klas itp. Wydanie
polskie zawierato stowo ,przedmiot’, ktére przettumaczono na jezyk
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niemiecki jako ,,Ding”’, a nastepnie na angielski jako ,thing’. W ni-
niejszej wersji zastapiono je wszedzie stowem ,0bject” (,,przedmiot”).

Przegladajac poprzedni tekst angielski poréwnalismy liczne ustepy
z jezykiem polskim; w kilku przypadkach postaraliémy sie ulepszy¢
tlumaczenie.

Jedli chodzi o redakcje gltéwnego tekstu, odsylaczy i éwiczen, to
postepowano Scisle wedtug nastepujacych regut: Poza zmianami wy-
mienionymi w (i) i (ii) nie wprowadzono zadnych modyfikacji z wyjat-
kiem korekt w poszczegélnych zdaniach. Zadnych zdan nie usunieto,
nie przestawiono, ani nie dodano poza odsylaczami redakcyjnymi.
Bez zmian pozostawiono réwniez uklad kazdego akapitu. (Z dwoma
wyjatkami: w § 57 zmieniono podzial na akapity, by odpowiadal pier-
wotnej wersji, zas§ w § 58 prawo (III) otrzymato numer (V). Od regul
tych odstapiono nieco w przypadku przedmoéw, w ktérych dokonano
zmian stylistycznych, nie komentujac ich, jak w gtéwnym tekscie; inne
zmiany jednak zaznaczono.) MieliSmy nadzieje, ze tak wprowadzone
korekty redakcyjne nie znieksztalca ani ogdlnego zamystu Autora, ani
przedstawienia jego sposobu myslenia.

Wréémy do ewentualnego rozszerzenia ksiazki. Autor uczynit juz
krok w tym kierunku, dotaczajac do piatego niemieckiego wydania
artykul Prawda i dowdd. Poza tym w przedmowie z 1941 roku wspo-
mnial, ze mysli o dodatkowym rozdziale Logika jako nauka deduk-
cyjna.

Jaki$ czas po rozmowie w 1983 roku na temat nowego wydania
Wprowadzenia do logiki Dana Scott i obecny redaktor opracowali
jego projekt. Mialo ono obejmowaé¢ odpowiednio poprawiony tekst
poprzedniego wydania, kilka artykuléw Autora oraz pewien nowy
material. Juz w trakcie realizacji tego projektu stalto si¢ jasne, ze
artykuty i nowy material lepiej byloby zamie$ci¢ w niezaleznym to-
mie, wobec czego odstgpiono od pomystu wydania jednej rozszerzonej
ksiazki.

W chwili obecnej wierzymy, ze ta druga ksiazka ukaze si¢ w mia-
re predko, oraz ze zostanie przychylnie przyjeta jako kontynuacja
Wprowadzenia do logiki i jako kolejny jej tom.

Niestety Dana Scott zaraz na poczagtku musial znacznie ograni-
czy¢ swoj udzial w przygotowaniu niniejszego wydania ksiazki. Tak
wiec prace redakcyjna wzial na siebie obecny jej redaktor.



X ok X

Kieruje moje podzigkowania przede wszystkim do profesora Dana
Scotta, ktéry podjal sie rozszerzenia i redakcji pierwotnego tekstu
ksigzki. Cho¢ pdzniej jego udzial w pracy nad ksiazka zostal znacznie
ograniczony (o czym juz wspomniatem), jego rady byly zawsze bar-
dzo cenne. Zorganizowal on tez przepisanie ksiazki na komputerze w
Carnegie Mellon University. Dziekuje réwniez profesorowi Leonowi
Henkinowi za jego ciepla zachete do tego przedsiewziecia oraz pro-
fesorowi Stevenowi Givantowi za rozmowy, ktére wiele mi wyjasnity.
Profesor John Corcoran przeczytal w sposéb krytyczny zmodyfiko-
wany juz tekst i, majac dtugoletnie doswiadczenie w nauczaniu logiki
elementarnej, zaproponowal liczne ulepszenia i poprawki; za t¢ pomoc
jestem mu bardzo zobowigzany. Wreszcie, ksiazka zostala ztozona w
systemie TEX, do czego przyczynilto sie kilka os6b. Osobom tym i
wydawnictwu Oxford University Press wyrazam wdzigczno$¢ za ich
wysilek w doprowadzeniu do wydania tej ksiazki.

J. T.

Berkeley, Kalifornia, marzec 1993.
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Kroétki szkic biograficzny Alfreda Tarskiego

Alfred Tarski urodzil sie 14 stycznia 1901 roku w Warszawie. Je-
sienia 1918 roku rozpoczal studia w Uniwersytecie Warszawskim, a
wiosna 1924 zlozyt doktorat pod kierunkiem logika S. Lesniewskiego.
Z Uniwersytetem Warszawskim pozostal zwiazany do roku 1939.

W Polsce w latach dwudziestych wyréznialy sie — ze wzgledu na
filozofie i logike z jednej strony, a matematyke z drugiej — dwa osrodki
naukowe, w Warszawie i we Lwowie (obecnie Lviv), ktére nazywano
»polska szkota” (logiki, etc.) Tarski wykorzystal stwarzane przez nie
mozliwodci i dzieki swym nadzwyczajnym talentom i zdolnosciom,
zostal wkrétce jednym z ich czotowych przedstawicieli.

Lata 1923-1939 byty dla niego bardzo owocne, napisal wéwczas
wiele swych waznych prac. Kilka z nich poswiecil rachunkowi zdan,
teorii mnogo$ci oraz tematom z zakresu metodologii (takim jak pod-
stawy metamatematyki). Artykul dotyczacy teorii mnogosci, jak réw-
niez wladciwej matematyki, ugruntowal w nauce dobrze znany para-
doks Banacha-Tarskiego.! Tarski zaczal tez badaé inne zagadnienia;
wpadl przy tym na wiele pomystéw, ktére rozwinal w pdzniejszych
latach.

Wsréd prac Tarskiego z tego okresu gléwne miejsce zajmuje mo-
nografia o prawdzie, w ktérej zglebial zagadnienie filozofii klasycznej
(siegajace czaséw Arystotelesa). Rozwazania te poza tym, ze wyko-
rzystywaly techniki metodologii, znajdowatly sie poza gtéwnymi nur-
tami matematyki. Zaczatek daly im wyczerpujace wyktady i dyskusje
nauczycieli Tarskiego: Kotarbinskiego, Lesniewskiego i Lukasiewicza,
przy czym pierwszy z nich byt bardziej filozofem niz logikiem.

W monografii tej Tarski pokazal, jak dla przypadku jezyka, kté-
rego zdania sa stosownie ograniczone, mozna sformutowaé dokladng
definicje zwrotu ,jest zdaniem prawdziwym”. Praca Tarskiego rzucita
Swiatto na kilka pojeé i sktadnikéw zasadniczych dla analizy pojecia
prawdy. Sa one wazne réwniez dla zagadnien innych rodzajow. —
Kontakty z filozofia, ktére Tarski nawiazal jeszcze w czasie studiow,

!Paradoks (ktéry Tarski odkryt razem z Banachem) opisuje teoretyczna mozli-
woéé przeksztalcenia kuli na dwie kule wielko$ci takiej samej jak kula wyjsciowa.
Na mozliwos¢ te, wynikajaca z wlasnosci zbioréw nieskonczonych, zwracano uwage
w piSmiennictwie popularnym przy réznych okazjach.
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po opublikowaniu monografii znacznie si¢ poszerzyty. Uczestniczyl
w licznych kongresach filozoficznych; pisal o semantyce, przy czym
czed¢ artykulow jest techniczna, cze$é za$ adresowana do szerszego
grona shuchaczy. Zasadniczo jednak Tarski nie wykazywat sktonnosci
do filozofii, jesli juz to do matematyki.

Latem 1939 roku Tarski wzial udzial w kongresie naukowym w
Stanach Zjednoczonych. Wybuch Drugiej Wojny Swiatowej prze-
szkodzil mu w powrocie do Polski. W 1942 roku zostal pracownikiem
naukowym Uniwersytetu Kalifornijskiego; byl z nim zwiazany az do
$mierci, ktora nastapita 27 pazdziernika 1983.

W Berkeley Tarski zajmowat sie licznymi zagadnieniami z zakresu
podstaw matematyki. W szczegdlnosci rozszerzyl swe wcze$niejsze
rozwazania dotyczace zagadnien zupelnosci i rozstrzygalnosci,? a tak-
ze aksjomatyzacji geometrii. Ponadto prowadzit zakrojone na szeroka
skale badania zagadnien z pogranicza algebry i logiki. Do kategorii tej
zalicza sie praca nad teorig modeli, ktorej podwiecit sie w pdzniejszych
latach; praca ta jest uwazana za jedno z jego najwiekszych osiggniec.

Spoéréd publikacji szczegdlnie warto odnotowaé wydana w 1956
roku po angielsku ksiazke Logics, Semantics, Metamathematics, ktora
bedac zbiorem artykutéw Tarskiego na bardziej ogdélne tematy z lat
1923-1938 podsumowuje znaczng czesé jego zycia zawodowego. — Za-
uwazmy tu, ze w naukach Scistych rzadko wraca sie do jakiego$ arty-
kutu po latach. Zwykle wtedy mamy juz kolejna pozycje i to wydang
bardziej atrakcyjnie, w postaci przegladu lub ksiazki. Opublikowanie
zbioru oryginalnych artykutéw oczywiscie moze by¢ cenne dla ce-
16w historycznych lub innych, ale drugie wydanie to naprawde wielka
rzadko$é. W przypadku zbioru artykutéw Tarskiego drugie wydanie

2Skonstruowanie przez Tarskiego procedury rozstrzygalnosci dla elementar-
nych teorii arytmetyki liczb rzeczywistych i geometrii, czyli skonstruowanie al-
gorytméw, w oparciu o ktére mozna udowodnié¢ lub obali¢ dane zdanie z zakresu
tych nauk, pozostaje kamieniem milowym w badaniach zagadnien rozstrzygalno-
$ci. (Por. ods. na str. 143.) Nalezy jednak przyznaé, ze omawiane procedury sg
doé¢ skomplikowane i niezbyt si¢ nadaja do szerokiego zastosowania. W szczegdl-
nosci procedura dla geometrii nie uproscitaby dowodéw standardowych twierdzen
geometrii nauczanej w liceach. — Z drugiej strony, wraz z upowszechnieniem si¢
komputeréw wzrosto zainteresowanie algorytmami i to algorytmami wszelkiego
rodzaju, bez wzgledu na to, czy wykorzystuje sie je w praktyce, czy nie. Oma-
wiane procedury rozstrzygalno$ci moga zatem znalez¢ miejsce zaréwno w naukach
komputerowych, jak w badaniach metodologicznych.
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(ktére wyszlo w 1983 roku) stanowi niezbity dow6d wyjatkowej ich
wartoéci.?

Zastugi Tarskiego wykraczaja znacznie poza jego publikacje. Wy-
wieral on znaczny wplyw na kolegéw, odnosil liczne sukcesy jako
nauczyciel. 7 ponad dwudziestu doktorantéw niespotykanie wielu
zostalo przodujacymi logikami. Tarski ponadto stworzyt w Berkeley
program studiéw logicznych — program, ktéry przyciagat studentow i
profesoréw z calego $wiata. Jeszcze teraz, dziesieé lat po jego Smierci,
Berkeley wciaz pozostaje waznym osrodkiem badania podstaw mate-
matyki.

W 1971 roku w Berkeley na czes¢ Tarskiego odbyto sie miedzyna-
rodowe sympozjum. W uznaniu zastug Alfreda Tarskiego wybrano
do National Academy of Sciences, do British Academy i do Dutch
Academy. Otrzymal trzy doktoraty honoris causa.

Nasuwa sie tu w sposéb naturalny pytanie: Jakiego pokroju czto-
wiekiem byt Tarski? Jak oceniali go przyjaciele i koledzy? Co my$lal?
Na takie pytania zawsze trudno odpowiedzie¢. Podamy natomiast
garé¢ niepowiazanych ze sobg szczegdtow, ufajac, ze zainteresujag czy-
telnika.

Tarski ktadl zwykle wielki nacisk na znaczenie jako$ci w pismien-
nictwie matematycznym, a zwlaszcza na potrzebe uwypuklania as-
pektéw intuicyjnych. Dlatego wlasnie, jako recenzent rozpraw dok-
torskich zawsze przypatrywal sie krytycznie przyjetej w nich formie
wyktadu. Nie wystarczyto podanie wynikow i ich dowodow. Nale-
zato, na przyktad, doktadnie wyjaéni¢ znaczenie zagadnienia. Defi-
nicje musiaty by¢ nie tylko precyzyjnie sformutowane, lecz — o ile to
mozliwe — intuicyjnie zrozumiale.

Przyktadanie do tych rzeczy tak wielkiej wagi shuzylo réznym
celom pedagogicznym, a takze odzwierciedlalo wrazliwo$é¢ jezykowa
Tarskiego (oraz, rzecz jasna, jego wszechstronne wysokie wymaga-
nia). Odzwierciedlalo ono tez jego glebokie przeswiadaczenie, ze ba-
danie naukowe winno mie¢ aspekt estetyczny, ze powinno mieé¢ udziat
w zaspokajaniu potrzeb estetycznej natury. — Naturalnie docenial on
takze inne zrédta ekspresji estetycznej, zwlaszcza poezje i sztuke wi-

3W przygotowaniu obu wydan wzieto czynny udziat kilku kolegéw Tarskiego.
Szczegblne zaangazowanie wykazal angielski uczony J. H. Woodger, ktéry przeto-
zyt artykuty Tarskiego. Drugie wydanie wyszto dzigki staraniom amerykanskiego
filozofa J. Corcorana.
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zualna. Na przyklad wielka przyjemnosé sprawialo mu recytowanie
ulubionych poetéw (w kilku jezykach).

Tarski mial nie tylko szerokie zainteresowania, czego czytelnik
moze juz sie domyslil, ale rowniez lubil zabiera¢ glos na rézne tematy.
Poza tym, jak wielu ludzi z Polski, wykazywatl glebokie emocjonalne
zaangazowanie w polityke; objawial to zwtaszcza podczas pobytu w
Berkeley. Przygnebiata go smutna sytuacja polityczna, jaka zapano-
wala na catej kuli ziemskiej. Niekiedy mawiat proroczo: Pewnego
dnia obudzimy sie i stwierdzimy, ze nie ma juz tych bestialskich rezi-
moéw, ze odeszly jak zly sen.

Charakter Tarskiego cechowala silna wolna i ogromna dyscyplina
wewnetrzna. Kiedy skupial si¢ nad praca, wszystko (prawie) poza nia
przestawato dla niego istnie¢. To z pewnoécia pomagato mu osiagaé
liczne sukcesy, lecz takze sprawialo, ze nalezal do ludzi trudnych.

Jesli chodzi o rozrywki, to szczegdlna przyjemnosé czerpal z upra-
wiania ogrodu. By¢ moze przypominalo mu to jego pierwsza pasje
intelektualng, ktéra byla biologia. Studia zaczal bowiem od biologii,
z ktérej przeniost sie na logike.

Powr6émy do wczesnego okresu zycia Tarskiego. Byl starszym
z dwéch synéw w rodzinie zydowskiej. Rodzice nie zaliczali si¢ do
ludzi wybitnych. Wszelako o matce Tarskiego moéwiono, ze miala
nadzwyczajna pamieé. Niewatpliwie Tarski duzo po niej odziedziczyt.

Wyksztalcenie srednie (w gimnazjum) otrzymal na rzadko spoty-
kanym poziomie, o czym moze Swiadczy¢ fakt, ze znal pieé jezykdw,
nowozytnych i klasycznych. (Nie liczac jezyka polskiego, ktérego z
powodu sytuacji politycznej uczyl sie prywatnie; bral tez lekcje he-
brajskiego.) W szkole tej uczyli nieprzecietni nauczyciele; jeden z
nich, czltowiek z inicjatywa, uzyskal tytut doktora z matematyki pra-
cujac samodzielnie. — W uniwersytecie Tarski studiowal pod kierun-
kiem profesoréw, ktérych nazwiska staly sie potem stawne. O logi-
kach i filozofach juz wspominaliSmy. Wéréd nauczycieli matematyki
Tarskiego byli Mazurkiewicz i Sierpinski — obaj dokonali znaczacego
wkladu do teorii mnogosci.
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Tarski w pierwszym okresie swego zycia zawodowego cierpial z
powodu dwéch gléwnych niedogodnosci. Niska pensja docenta? zmu-
szata go do dorabiania nauczaniem w gimnazjum. W tym czasie
zdarzyta mu sie tylko jedna okazja poprawy losu, mianowicie gdy
we Lwowie utworzono (w 1928 roku) etat dla profesora logiki ma-
tematycznej. Nie otrzymal jednak tego stanowiska, a zadne inne
mozliwodci si¢ przed nim nie otwieraly. Przez nastepne dziesieé laty
musial zadowolaé sie dos¢ niewygodnymi rozwigzaniami. Potem za$,
we wrzeéniu 1939 roku, znalaztszy sie w USA, zostal odciety od ro-
dziny i przyjaciél w Polsce. Zona i dwoje dzieci nie mogly sie z nim
potaczy¢ az do pierwszych dni 1946 roku.

Kiedy Tarski przybyt do Berkeley, byl jeszcze cztowiekiem ze Sta-
rego Swiata, z wlasciwymi dla tego $wiata przyzwyczajeniami i men-
talnos$cia. Do nowego otoczenia adaptowal si¢ pod jednymi wzgle-
dami lepiej, pod innymi gorzej. W dalszym ciagu darzyt specjalnymi
uczuciami swa przeszto$¢ w Warszawie, gdzie spedzit dziecinstwo, a
potem przezyl okres swej najwiekszej inwencji tworczej. Borykal sie
tam z trudnodciami, ale tez otaczala go niezapomniana atmosfera
intelektualna: bardzo stymulujaca, a do tego kryjaca w sobie jakas
magie.

W Berkeley odkryt takie atrakcje jak blisko dostepng przyrode
Zachodu oraz mity klimat. Zaczal sobie ceni¢ powszechnie panujaca
swobode. Bardzo polubit Berkeley i okolice, i nigdy nie opuscit miasta
na dlugo, poza jednym wyjazdem na roczny urlop profesorski (tzw.
sabbatical).

4Docentura nie byta stanowiskiem etatowym (i nie dawala gwarancji zatrudnie-
nia do emerytury). Docentowi placono gtéwnie za wyklady. W dawnych czasach
stanowiska takie byly czyms powszechnym, a i dzi$ sie jeszcze je spotyka.
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O uzyciu zmiennych

81 Stale i zmienne

Kazda teoria naukowa jest uktadem zdan przyjetych za prawdziwe,
ktére mozna nazwa¢ PRAWAMI lub TWIERDZENIAMI UZNANYMI (cza-
sem moéwi sie krocej TWIERDZENIA). W matematyce prawa naste-
puja po sobie w okreslonym porzadku, stosownie do pewnych zasad,
ktore oméwimy szczegdtowo w rozdziale VI. Zgodnie z owymi zasa-
dami prawom towarzysza rozumowania, majace na celu wykazanie ich
prawdziwoéci. Rozumowania takie nazywamy DOWODAMI, za$ prawa
przez nie ustalone — TWIERDZENIAMI.

Wiérédd terminéw i symboli, wystepujacych w prawach i dowodach
matematycznych, wyrézniamy STALE i ZMIENNE.

W arytmetyce, na przyktad, wystepuja takie state jak ,liczba”,
szera” (,07), ,jeden” (,17), ,suma’ (,+7) oraz wiele innych.! Po-
siadajg one Scisle okreslone znaczenie, nie ulegajace zmianie w toku
rozwazan.

Jako zmiennych uzywamy z reguty wybranych liter; na przyktad w
arytmetyce zwykle wybieramy kilka matych liter alfabetu tacinskie-

'Przez ,arytmetyke” rozumiemy tutaj te cze$é matematyki, ktéra bada ogdlne
wlasnosci liczb, zwiazki miedzy liczbami oraz dziatania na liczbach. Czesto za-
miast stowa ,arytmetyka” uzywa sie terminu , algebra”, zwlaszcza w matematyce
nauczanej w liceach. Wole termin ,arytmetyka”, poniewaz w matematyce wyzszej
termin , algebra’ zarezerwowano dla bardziej szczegbétowej teorii rownan algebra-
icznych. (Od pewnego czasu stowo ,,algebra” posiada szersze znaczenie, nieco inne
wszelako niz ,arytmetyka”.) — W ksiazce termin ,liczba” bedzie uzywany w zna-
czeniu, ktére w matematyce przypisuje sie zwykle terminowi ,liczba rzeczywista”;
innymi stowy, bedzie obejmowal on liczby catkowite i ulamki, liczby wymierne i
niewymierne, dodatnie i ujemne, ale nie liczby urojone, ani zespolone.
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go: ,a”, b’ ¢, ..., 2", Ly, 27, W przeciwienstwie do statych,
zmienne nie posiadaja samodzielnego znaczenia. Na pytanie o wila-
snoéci zera, na przyktad:

Czy zero jest liczbg catkowitq?

mozna odpowiedzie¢ twierdzaco lub przeczaco; odpowiedz ta — praw-
dziwa czy nie — w obu przypadkach posiada sens. Natomiast na
pytanie dotyczace x, na przyktad:

Czy x jest liczbg catkowitq?

nie da si¢ udzieli¢ sensownej odpowiedzi.

* % %k

W niektérych podrecznikach elementarnej matematyki, zwlaszcza
starszych, spotykamy niekiedy sformulowania sugerujace, ze zmien-
nym mozna nada¢ samodzielny sens. Znajdujemy tam wyjasnienie,
ze symbole ,x”, ,y”, ... oznaczaja réwniez pewne liczby lub wiel-
kosci, ktére nie sa ,liczbami stalymi” (jak te oznaczone przez ,,07,
w17, ...), lecz tzw.  liczbami zmiennymi” lub ,wielkoSciami zmien-
nymi”. Stwierdzenia tego rodzaju biora sie z powaznego nieporozu-
mienia. ,Liczba zmienna” z, ktéra probuje sie rozwazaé, albo nie
mialaby zadnej okreslonej wlasnosci — nie bedac ani dodatnia, ani
ujemna, ani réwna zeru, albo jej wlasnoéci zmieniatyby sie od przy-
padku do przypadku — raz bylaby dodatnia, raz ujemna, a kiedy
indziej réwna zeru. Bytow takich jednak nigdzie na Swiecie nie spo-
tykamy; istnienie ich byloby sprzeczne z podstawowymi prawami my-
$lenia. A zatem, podzial symboli na stale i zmienne nie ma odpo-
wiednika w zadnej ze znanych klasyfikacji liczb.

82 Wyrazenia zawierajgce zmienne — funkcja zdaniowa
i funkcja nazwowa

Z uwagi na fakt, ze symbole zmienne nie majg samodzielnego zna-
czenia, zwrot typu:

x jest liczbg catkowitq

jakkolwiek posiada gramatyczng postaé¢ zdania, zdaniem nie jest, nie
wyraza bowiem okreslonego sadu, ktory daloby sie potwierdzi¢ lub
obali¢. Mozemy jednak powiedzieé, ze ze zwrotu:
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z jest liczbg catkowitq

otrzymamy zdanie, gdy ,,x” zastapimy stala oznaczajaca konkretng
liczbe; jesli zamiast ,,x” wstawimy na przyklad ,1”7, otrzymamy zda-
nie prawdziwe, jesli ,,%” — zdanie falszywe. Wyrazenie, ktére zawiera
symbole zmienne, a po zastapieniu ich wyrazami stalymi staje sie
zdaniem, nazywamy FUNKCJA ZDANIOWA. Matematycy niechetnie
jednak odnoszg sie do tego terminu, gdyz wyraz ,funkcja’ stosuja
w innym znaczeniu. Czesciej uzywaja w tym kontekscie stowa waA-
RUNEK, a funkcje zdaniowe i zdania, zlozone calkowicie z symboli

matematycznych (a nie ze stéw jezyka potocznego), jak na przyklad:
T4+y=29,

nazywaja WZORAMI lub FORMULAMI. Zamiast ,funkcja zdaniowa”
bedziemy czasem moéwili krétko ,zdanie” — oczywiscie tylko w przy-
padkach, w ktérych nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien.

Niekiedy role zmiennych w funkcji zdaniowej poréwnywano — bar-
dzo trafnie — do pustych miejsc w kwestionariuszu, bo podobnie jak
kwestionariusz, ktéry nabiera okreslonej tresci po wypelnieniu pu-
stych miejsc, tak funkcja zdaniowa staje sie zdaniem po podstawieniu
za zmienne statych. Jesli w wyniku zastapienia zmiennych w funk-
cjach zdaniowych stalymi — tych samych zmiennych tymi samymi
stalymi — otrzymujemy zdanie prawdziwe, to o przedmiotach ozna-
czonych przez te stale méwimy, ze SPEENTAJA dang funkcje zdaniows.
I tak na przyktad liczby 1, 2, oraz 2% spelniaja nastepujaca funkcje
zdaniowa:

T < 3,
natomiast liczby 3, 4 oraz 4% jej nie spelniaja.f

X X X

T Aby zilustrowaé¢ warunek, ze te same wyrazenia stale musza zastapic¢ te same
symbole zmienne, rozwazmy nastepujaca nieréwnosc:

4y’ >T.
Nieréwno$é ta jest spelniona, gdy na przyklad w miejsce kazdego ,z” wstawimy

»3”, zas w miejsce ,,y” — ,1”; nie jest natomiast spetniona, gdy zaréwno ,z”, jak
»Y~ zastapimy przez ,1”.
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Poza funkcjami zdaniowymi na uwage zastuguja pewne inne wyra-
zenia zawierajace zmienne, mianowicie FUNKCJE NAZWOWE lub OPI-
SOWE. Sa to wyrazenia, ktére po zastapieniu zmiennych wyrazami
stalymi, staja si¢ nazwami (lub opisami) przedmiotéw. Wyrazenie:

20+ 1

jest funkcja nazwowa, poniewaz po zastgpieniu w nim zmiennej ,x”
dowolng stala liczbowa, czyli stala oznaczajaca liczbe, powiedzmy,
»2” (przyjmujemy tu zwykla konwencje, wedlug ktorej ,,2x” oznacza
»2 - x”), otrzymujemy nazwe pewnej liczby, w tym przypadku liczby
5.

Funkcjami nazwowymi w matematyce sa w szczegdlnosci wszyst-
kie tzw. wyrazenia algebraiczne, utworzone z symboli zmiennych, ze
stalych liczbowych oraz ze znakdéw czterech podstawowych dziatan
arytmetycznych, czyli wyrazenia typu't:

r+1

ﬁ, 2(x+y_2)

r—yY,
Natomiast réwnania algebraiczne, bedace wzorami utworzonymi z
dwéch wyrazen algebraicznych potaczonych symbolem ,=", sa juz
funkcjami zdaniowymi. Dla réwnan ustalila sie w matematyce odre-
bna terminologia: zmienne, wystepujace w réwnaniach, otrzymaty
miano niewiadomych, za$ liczby spelniajace rownanie — pierwiastkow
réwnania. Tak na przyklad w réwnaniu:

2>+ 6 =5z

niewiadomg jest zmienna ,x”, a liczby 2 i 3 sg jego pierwiastkami.

X ok ok

O zmiennych ,z”, ,y”, ..., ktérymi postugujemy sie w matema-
tyce, méwimy, ze REPREZENTUJA NAZWY LICZB, lub ze liczby sa
ich WARTOSCIAMI. Rozumiemy przez to mniej wiecej tyle, ze funk-
cja zdaniowa, zawierajaca symbole ,x”, ,y”, ... przeksztalca sie w

t Crzasami stowa ,,wzér” uzywa sie rowniez na okreslenie funkcji nazwowej wyra-
zonej tylko za pomocg symboli. Na przyktad ktos mégtby powiedzieé, ze ,ab” jest
wzorem na pole prostokata, gdzie a i b oznaczaja dtugosci jego bokéw. Mamy tu
dwa zastosowania tego szczegblnego stowa — w réznych kontekstach. Podwdjne za-
stosowanie tego samego stowa nie powinno nastrecza¢ trudnosci, wymaga jednak
myslowego rozrézniania miedzy jego dwoma znaczeniami.
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zdanie, gdy w ich miejsce wstawimy wyrazy stale oznaczajace liczby
(nie za$ wyrazenia oznaczajace dzialania na liczbach, stosunki mie-
dzy liczbami, czy tez jakie$ przedmioty spoza zakresu arytmetyki
— figury geometryczne, zwierzeta, rofliny, itp.). W podobnym sen-
sie zmienne, wystepujace w geometrii, reprezentuja nazwy punktéw
i figur geometrycznych. Pojecie nazwy stosuje si¢ takze do wyrazen
ztozonych, wobec czego funkcje nazwowe, ktore spotykamy w arytme-
tyce, podobnie jak same zmienne, reprezentuja nazwy liczb. Niekiedy
moéwimy po prostu, ze symbole ,z”, ,y”, ... i utworzone z nich funk-
cje nazwowe oznaczaja liczby, lub, ze sa nazwami liczb, ale trzeba
pamietac, ze jest to tylko skrotowy sposéb moéwienia.

83 Konstrukcja zdan, w ktorych wystepuja zmienne —
zdania ogodlne i egzystencjalne

Poza zastepowaniem zmiennych stalymi istnieje jeszcze inny sposéb
tworzenia zdan z funkcji zdaniowych. Wezmy pod uwage wzér:

r+y=y+ux

Mamy tu funkcje zdaniowa, ktéra zawiera dwie zmienne, ,x” i ,y”, i
jest spelniona przez dowolng pare liczb; bez wzgledu na to, jakie state
wstawimy w miejsce ,x” i ,y” — zawsze otrzymamy wzoér prawdziwy.
Fakt ten wyrazamy krotko w sposob nastepujacy:

dla dowolnych liczb x iy, x+y=y+ x.

Wyrazenie to stanowi juz autentyczne zdanie i to zdanie prawdziwe, w
ktérym rozpoznajemy jedno z podstawowych praw arytmetyki, mia-
nowicie prawo przemienno$ci dodawania. W podobny sposéb for-
mutujemy wiele innych waznych praw matematycznych — wszelkie
tzw. PRAWA OGOLNE lub PRAWA O CHARAKTERZE OGOLNYM, orze-
kajace, ze dowolne przedmioty pewnej kategorii (na przyktad w aryt-
metyce sa to dowolne liczby) maja te czy inne wlasnosci. Warto
zauwazy¢, ze przy formulowaniu prawa ogdlnego czesto opuszczamy
zwrot ,,dla dowolnych przedmiotéw (lub liczb) x, y,...” — nalezy sie
go wowczas domyslaé; na przyktad prawo przemiennos$ci dodawania
podaje sie po prostu w nastepujacej postaci:

rT+y=y+z

Jest to zwyczaj dos¢é rozpowszechniony, do ktorego przewaznie be-
dziemy si¢ stosowali w toku dalszych rozwazan.
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Rozpatrzmy z kolei funkcje zdaniowa:
x>y+ 1.

Nie kazda para liczb spelnia ten wzér; podstawiajac, powiedzmy, ,,3”
za ,x”, a 4”7 za ,y”, otrzymujemy zdanie falszywe:

3>4+41
Mowiac zatem:

dla dowolnych liczb x 1y, z>y+1,

wypowiadamy niewatpliwie zdanie sensowne, ale jawnie falszywe. Z
drugiej strony istniejg takie pary liczb, ktére spelniajg rozwazana
funkcje zdaniowa; zastepujac na przyktad ,,x” przez ,4” i ,,y” przez
»2”, otrzymujemy wzér prawdziwy:

4>24+1.

Te wtasénie okolicznosé stwierdzamy krétko stowami:
dla niektorych liczb x 1y, x> y+1,
lub w czeSciej uzywanej postaci:
istniejq takie liczby x iy, ze x> y+ 1.

Przytoczone wyrazenia sa juz zdaniami prawdziwymi; stanowig one
przyklady ZDAN EGZYSTENCJALNYCH lub ZDAN O CHARAKTERZE
EGZYSTENCJALNYM, ktore stwierdzajg istnienie przedmiotéw, na przy-
ktad liczb, posiadajacych pewng wlasnosé.

Za pomoca opisanych metod mozemy tworzyé¢ zdania z dowolnej
funkcji zdaniowej, przy czym od tresci funkcji zdaniowej zalezy, czy
otrzymamy zdanie prawdziwe, czy falszywe. Dodajmy tu jeszcze na-
stepujacy przyktad. Wzoru:

r=x+1

nie spelnia zadna liczba, i bez wzgledu na to, jakimi stowami go
poprzedzimy — ,,dla dowolnej liczby x” czy ,istnieje taka liczba , ze”
— zawsze otrzymamy w wyniku zdanie falszywe.
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X X X

W odréznieniu od zdan o charakterze ogélnym i zdan o charakterze
egzystencjalnym, zdania, ktére nie zawierajg zadnych zmiennych, na
przyktad:

3+2=2+3,

nazywamy ZDANIAMI JEDNOSTKOWYMI. Klasyfikacja ta nie jest jed-
nak wyczerpujaca. Jako przyktad zdania, ktérego nie potrafiliby$smy
zaliczy¢ do zadnej z tych trzech kategorii, podamy prawo:

dla dowolnych liczb x i y istnieje taka liczba z, Ze

r=y+z.

Zdania takie nazywamy ZDANIAMI WARUNKOWO-EGZYSTENCJALNY-
MI (w odréznieniu od rozwazanych wyzej zdan egzystencjalnych, zwa-
nych réwniez ZDANIAMI ABSOLUTNIE-EGZYSTENCJALNYMI); zdania
warunkowo-egzystencjalne stwierdzaja istnienie liczb posiadajacych
pewna wlasnosé, uzalezniajac to jednak od uprzedniego wyboru pew-
nych innych liczb.

84 Kwantyfikatory ogoélne i egzystencjalne;
zmienne wolne i zwigzane

Wyrazenia typu:
dla dowolnych liczb x, vy,. . .
oraz
istniejq takie liczby ., vy,. .., Ze

nosza nazwe KWANTYFIKATOROW; pierwszy nazywamy KWANTYFI-
KATOREM OGOLNYM, drugi — EGZYSTENCJALNYM. Kwantyfikatory
utozsamia sie czasem z OPERATORAMI; istnieja jednak wyrazenia,
ktore sa operatorami, nie bedac przy tym kwantyfikatorami. W po-
przednim paragrafie staraliémy sie wyjasni¢ sens obu rodzajéw kwan-
tyfikatorow. Ich doniosto$é wynika z faktu, ze jedynie dzieki obec-
nosci (jawnej lub domyslnej) kwantyfikator6w lub innych operatoréw
wyrazenie zawierajace zmienne jest zdaniem, czyli wypowiedzia $ci-
$le okreslonej my$li; bez pomocy kwantyfikatoréw nie mogliby$my sie
postugiwaé¢ zmiennymi przy formulowaniu praw matematycznych.
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W jezyku codziennym nie uzywamy zazwyczaj zmiennych (choé¢ w
zasadzie nie ma przeciwwskazan), niepotrzebne wiec sa nam réwniez
kwantyfikatory. W powszechnym natomiast uzyciu sg stowa, ktére
pozostaja w bardzo $cistym zwiazku z kwantyfikatorami, mianowicie
stowa ,kazdy’, ,wszyscy’, ,pewien’, .niektorzy’. Zwiazek ten staje
sie oczywisty, kiedy zauwazymy, ze wyrazenia takie jak:

wszyscy ludzie sq smiertelni
lub
niektorzy ludzie sqg madrzy

majg w przyblizeniu ten sam sens co zdania, sformutowane za pomocg
kwantyfikatoréw zgodnie z nastepujacymi schematami:

dla dowolnego x, jesli x jest czlowiekiem, to x jest Smiertelny
oraz
istnieje taki x, Ze x jest czlowiekiem i x jest madry.

X Xk X

Kwantyfikatory zwyklo sie dla wygody zastepowaé wyrazeniami
symbolicznymi. Zamiast:

dla dowolnych przedmiotéw (lub liczb) x, y, ...
oraz
istniejq takie przedmioty (lub liczby) x, vy, ..., Ze
bedziemy uzywaé¢ odpowiednio symboli:
Vey,. Oraz g, .

(a funkcje zdaniowe nastepujace po kwantyfikatorach bedziemy u-
mieszcza¢ w nawiasach). W ten sposéb stwierdzenie podane na konicu
poprzedniego paragrafu jako przyklad zdania warunkowo-egzysten-
cjalnego przybierze nastepujaca postac:

(1) Vay3z(x =1y + 2).
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* k%

Funkcja zdaniowa, w ktérej wystepuja zmienne ,x”, ,y”, .2”,...,
stanie si¢ automatycznie zdaniem, gdy poprzedzimy ja jednym lub
kilkoma operatorami zawierajacymi wszystkie te zmienne; w przy-
padku braku w operatorach niektérych zmiennych rozwazane wyra-
zenie moze pozostacé funkcja zdaniows, nie przechodzac w zdanie. Tak
na przyktad wzor:

r=y—+z

stanie sie zdaniem, jesli na poczatku umiescimy ktorys ze zwrotéw:

dla dowolnych liczb x, y oraz z;
istniejq takie liczby x, y, z, ze;
dla dowolnych liczb x i y, istnieje taka liczba z, Ze;

i tak dalej. Jesli natomiast wzér poprzedzimy kwantyfikatorem:
istnieje taka liczba z, Zze lub 4,

to zdania jeszcze nie otrzymamy. Wyrazenie:
(I1) d(r=y+2)

jest niewatpliwie funkcja zdaniowsa; stanie sie bowiem zdaniem, gdy
w miejsce ,x” i ,,y” wstawimy odpowiednie state, nie ruszajac przy
tym ,,z”, lub gdy poprzedzimy go odpowiednim kwantyfikatorem, na
przyktad:

dla dowolnych liczb x iy czy V.

Widaé stad, ze wéréd zmiennych, wchodzacych w sktad funkcji
zdaniowej, dajg sie wyrdzni¢ dwie odmienne grupy. Zmienne z pier-
wszej grupy — bedziemy je nazywaé¢ ZMIENNYMI WOLNYMI lub RZE-
CZYWISTYMI — decyduja o tym, ze rozwazane wyrazenie jest funk-
cja zdaniowa, a nie zdaniem. Aby przeksztalci¢ funkcje zdaniowsa
w zdanie, trzeba zmienne wolne zastapi¢ stosownymi statymi lub
na poczatku funkcji zdaniowej umiesci¢ operatory, zawierajace owe
zmienne wolne (lub tez dokonaé¢ modyfikacji obu rodzajow). Pozo-
stale zmienne, czyli ZMIENNE ZWIAZANE lub POZORNE, przy takim
przeksztatceniu funkcji zdaniowej nie podlegaja zadnym modyfika-
cjom. Tak na przyklad w funkcji zdaniowej (II) zmienne ,x” i ,y”
sa wolne, za$ symbol ,,z” wystepuje dwukrotnie jako zmienna zwia-
zana; wyrazenie (I) natomiast jest zdaniem, wobec czego zawiera
tylko zmienne zwiazane.
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X ok X

*O tym, ktore zmienne sa wolne, a ktére zwigzane, decyduje bu-
dowa funkcji zdaniowej, tj. obecnoéé i potozenie operatoréw. Najle-
piej widaé¢ to na konkretnym przykltadzie. Rozwazmy nastepujaca
funkcje zdaniowa:

(1) dla dowolnej liczby x, jesli x =0 lub y # 0,

to istnieje taka liczba z, Ze x =1y - z.

Funkcja ta rozpoczyna sie od kwantyfikatora ogélnego zawierajacego
zmienna ,,x”, wobec czego zmienna ,,x”, ktora pojawia sig¢ trzy razy w
funkcji, wystepuje w niej wszedzie w roli zmiennej zwigzanej; w pierw-
szym miejscu stanowi czes¢ kwantyfikatora, w pozostalych dwdéch
jest, jak méwimy, ZWIAZANA PRZEZ KWANTYFIKATOR. Podobnie
rzecz ma si¢ ze zmienna ,,z”. Nie wystepuje ona wprawdzie w kwan-
tyfikatorze na poczatku wyrazenia (III), ale zawiera ja kwantyfikator
egzystencjalny otwierajacy druga cze$¢ wyrazenia (III), ktora jest
funkcja zdaniowa:

(IV) istnieje taka liczba z, ze © =1y 2.

Oba miejsca w wyrazeniu (III), w ktérych wystepuje zmienna 27,
zawarte sa w funkcji czeSciowej, przedstawionej w postaci (IV). M6-
wimy wiec, ze w wyrazeniu (III) ,,2” wystepuje w obu miejscach jako
zmienna zwigzana; w pierwszym miejscu stanowi ona czes¢ kwanty-
fikatora egzystencjalnego, w drugim jest zwigzana przez ten kwanty-
fikator. Co za$ do zmiennej ,y”, rOwniez wystepujacej w wyrazeniu
(ITI), to widzimy, ze w wyrazeniu tym nie ma kwantyfikatora, ktéry
by ja zawieral, wobec czego zmienna ,,y” wystepuje w wyrazeniu (I1T)
dwukrotnie jako zmienna wolna.

Fakt, ze kwantyfikatory wiaza zmienne — tj., ze w funkcjach, ktore
po nich nastepuja, zmienne wolne przeksztalcaja sie¢ w zmienne zwia-
zane — stanowi bardzo wazna ceche kwantyfikatoréw. Znamy kilka
innych wyrazen posiadajacych analogiczna wlasnosé; z niektorymi
zapoznamy sie pézniej (w §§20 i 22), a jeszcze inne — takie jak na
przyktad znak catkowania — sa istotne w rachunku catkowym i w
rozmaitych gateziach wyzsze] matematyki. Nazwa ,operator” jest
ogblnym terminem uzywanym do okreslenia wszystkich wyrazen po-
siadajacych te wlasnogé.t*

TMoze to byé¢ odpowiednie miejsce do zrobienia dwéch uwag na temat termi-
noéw, ktore wprowadziliSmy. Stowo ,,operator” ma rozmaite konotacje; uzywa sie go
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85 Znaczenie zmiennych w matematyce

Jak przekonalismy sie w §3, zmienne odgrywaja doniosty role przy
budowaniu praw matematycznych. Jednakze z tego, co do tej pory
powiedzieliSmy, nie wynika, by formulowanie praw matematycznych
bez uzycia zmiennych byto zasadniczo niemozliwe. W praktyce wsze-
lako jest to niemal niewykonalne, poniewaz nawet proste stosunkowo
prawa przybieraja wowczas skomplikowang i nieprzejrzysta postac.
Dla ilustracji wezmy pod uwage takie prawo arytmetyki:

dla dowolnych liczb x iy, 3 —y3 = (v —y)- (2% + 2y + y?).
Wypowiedzmy je nastepnie bez pomocy zmiennych:

roznica sze$cianow dowolnych dwoch liczb rowna sie roznicy tych
liczb pomnozonej przez sume trzech skliadnikow, z ktorych pierw-
szy jest kwadratem pierwszej liczby, drugi — iloczynem obu liczb,
a trzeci — kwadratem drugiej liczby.

Jeszcze istotniejsze znaczenie z punktu widzenia ekonomii myéle-
nia posiadaja symbole zmienne dla dowodéw matematycznych. Czy-
telnik przekona si¢ o tym z tatwoscia, prébujac uwolni¢ od zmiennych
ktorykolwiek z dowodow, ktére znajdzie w toku naszych dalszych roz-
wazan. Nalezy przy tym wzia¢ pod uwage, ze dowody te sa o wiele
prostsze od przecietnych rozumowan, spotykanych w réznych gale-
ziach matematyki wyzszej; proby poprawnego przeprowadzenia ta-
kich rozumowan bez uzycia zmiennych, nastreczatyby ogromne trud-
nosci. Warto tez wspomnieé, ze wprowadzeniu zmiennych zawdzie-
czamy rozwdj tak ptodnej metody rozwigzywania zagadnien, jaka jest
metoda réwnan. Nie przesadzimy méwiac, ze wynalezienie zmiennych
stanowi punkt zwrotny w dziejach matematyki; dzieki symbolom tym
cztowiek zdobyl narzedzie, ktore utorowalo droge rozwojowi wiedzy
matematycznej i ugruntowalo jej logiczne podstawy.?

w réznych kontekstach — w logice, w matematyce, w zyciu codziennym. Aby unik-
nac¢ nieporozumien mozemy o rozwazanych wyrazeniach méwic , operatory wigzZace
zmienne”’. Co za$ do ,funkcji zdaniowych” (lub jwarunkéw’), to spotyka sie tez
inne terminy w tym znaczeniu. Na przykiad w Principia Mathematica dla ana-
logicznych zwrotéw znajdujemy nazwe ,funkcji propozycjonalnych” (por.ods. 1,
str. 20). Ponadto zwroty takie ostatnio nazywa sie takze FORMAMI ZDANIOWYMI.

2Zmiennymi postugiwali sie juz w starozytnosci matematycy i logicy greccy —
co prawda tylko w specjalnych sytuacjach lub sporadycznych wypadkach. Na
poczatku XVII wieku, gléwnie pod wplywem prac francuskiego matematyka
F. VIETA’y (1540-1603), zaczeto operowaé zmiennymi w sposéb systematyczny
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Cwiczenia

1. Ktére z podanych nizej wyrazen sg funkcjami zdaniowymi, a ktére
funkcjami nazwowymi?

(a) x jest podzielne przez 3,
suma lzczb x 12,

+2<y+3

(z+3) — (y+5),
matka x’a i z’a,
(h) =z jest matkq za.

2. Podaé przyktady funkcji zdaniowych i nazwowych z dziedziny geo-
metrii.

3. Spotykane w matematyce funkcje zdaniowe, zawierajace tylko jed-
ng zmienng (ktéra niekiedy pojawia sie w kilku miejscach danej funk-
cji zdaniowej), mozna podzieli¢ na trzy kategorie: (i) funkcje spel-
nione przez kazda liczbe; (ii) funkcje nie spelnione przez zadna liczbe;
(iii) funkcje, ktére sa spelnione przez pewne liczby, a przez inne — nie.
Okregli¢, do ktorych z tych kategorii naleza nastepujace funkcje
zdaniowe:
(a) 2 +2=5+u,
b) % =49,
c) (y+2)-(y—2) <y’
) y+24 > 36,
e) z=0 lub 2<0 lub z>0,
f) z+24> 2+ 36.

4. Poda¢ przyktady praw ogdlnych, absolutnie egzystencjalnych oraz
warunkowo-egzystencjalnych z dziedziny arytmetyki i geometrii.

5. Poprzedzajac funkcje zdaniowa ,z > y” kwantyfikatorami mo-
zemy utworzy¢ z niej rézne zdania, na przyktad:

dla dowolnych liczb x iy, x > y;
dla dowolnej liczby x istnieje liczba y taka, Ze x > y;
istnieje taka liczba y, Ze dla dowolnej liczby x, x > y.

i stosowaé je konsekwentnie w rozwazaniach matematycznych. Ale dopiero w
koncu XIX wieku, kiedy ustalito si¢ pojecie kwantyfikatoréw, doceniono w petni
role zmiennych w jezyku naukowym, a szczegdlnie przy formulowaniu wzoréw i
dowodzeniu praw matematycznych; bylo to w duzej mierze zastuga wybitnego
amerykanskiego logika i filozofa C. S. PEIRCE’a (1839-1914).
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Sformulowaé wszystkie te zdania (jest ich sze$¢) i okredli¢, ktoére z
nich sa prawdziwe.

6. Wykona¢ polecenie z zadania 5 dla nastepujacych funkcji zdanio-
wych:
T+ y2 > 1

x jest ojcem y’a

(przyjaé, ze w drugiej funkcji zdaniowej zmienne ,x” i ,y” reprezen-
tuja imiona ludzi).

7. Zdanie
dla kazdego x, jesli x jest psem, to x ma dobry wech

przeksztalci¢ w réwnoznaczne zdanie z jezyka codziennego, sformu-
lowane bez uzycia kwantyfikatorow i zmiennych.

8. Zdanie
niektore weze sq jadowite

zastapi¢ réwnoznacznym zdaniem, sformutowanym z uzyciem kwan-
tyfikatorow i zmiennych.

9. W nastepujacych wyrazeniach wskazaé zmienne wolne i zmienne
zZwiazane:

(a) x jest podzielne przez y;
(b) dla dowolnego z, © —y=z+ (—y);
(c) jesli x < z, to istnieje taka liczba y, ze © <y i y < z;

(d) dla dowolnej liczby y, jesli y > 0, to istnieje taka liczba z, Ze
rT=y-z;

(e) jesli x=y?> i y>0, to dla dowolnej liczby z, x> —22;

(f) jesli istnieje taka liczba y, ze x > y?, to dla dowolnej liczby z,
T > —22
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Zapisa¢ powyzsze wyrazenia zastepujac kwantyfikatory symbolami
wprowadzonymi w §4.

*10. Po wstawieniu ,,” w miejsce zmiennej ,,z”, wystepujacej dwu-
krotnie w funkcji zdaniowej (e) z poprzedniego ¢wiczenia, otrzymamy
wyrazenie, w ktérym .57 w pewnych miejscach jest zmienng wolna,
a w innych — zwigzana. Okredli¢, w ktorych miejscach jaka zmienng
jest ,y”.f

(Wobec pewnych trudnosci w operowaniu wyrazeniami, w ktérych
ta sama zmienna wystepuje raz jako zwiazana, a raz jako wolna,
niektérzy logicy staraja sie unikaé¢ takich wyrazen i nie traktuja ich
jako funkcji zdaniowych.)

*11. Opisaé ogdlnie, kiedy zmienna wystepuje w pewnym miejscu
danej funkcji zdaniowej jako wolna, a w jakich — jako zwiazana.

12. Ustalié¢, ktore liczby spetniaja funkcje zdaniowa:
istnieje taka liczba vy, e x = 12,
oraz

istnieje taka liczba y, Ze x -y = 1.

*13. W §4 wprowadziliémy kilka symboli kwantyﬁkatorow W roz-
d21ale IT dodamy do nich symbole takie jak ,~”, A", V7, =" i

’, by zastapi¢ odpowiednie wyrazenia z jezyka codziennego: ,,nie”,
,,lub”, njesli ..., to ...7, 1 ,wtedy 1 tylko wtedy’. Przetlumaczyé
nastepujace wzory na zwykly jezyk:

(a) Val(x =y Vy <) = ~ (z <y)],
(b) L[O0<zhz<y) A~ (z+1=y),
(€) Vaylr+y=4—F.(z<zAz<y).

Wyrazié¢ nastepujace funkcje zdaniowe za pomoca symboli logi-
cznycht:

"W sytuacjach takich, jak w tym éwiczeniu zamiast o zmiennych wolnych i
zmiennych zwiazanych wlasciwiej byloby méwié o wolnym i zwigzanym wystepo-
waniu zmiennych w danej funkcji zdaniowej. W praktyce jednak czasem brzmi to
niezgrabnie.

Niektére z nastepujacych wyrazen moga sie wydawaé nie funkcjami zdaniowy-
mi, a zdaniami. Wszelako traktowanie zdania, jako specjalnego przypadku funkcji
zdaniowej, mianowicie przypadku, kiedy liczba zmiennych wolnych redukuje sie do
zera, jest wlasciwe. (Analogicznie stala taka jak ,,dwa” wolno nam uwazaé za spe-
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(d) Dla dowolnej liczby x istniejq takie liczby y i z, Ze y < x i
x < z.

(e) Dla kazdego x, x%+6 = 5y wtedy i tylko wtedy, gdy =z = 2
lub x = 3.

(f) Istniejq takie x iy, Ze x <y, nie zachodzi natomiast przypadek,
ze dla kazdego z, x+ 2z <y+ z.

Wskazaé¢ ktére zmienne w funkcjach zdaniowych (a)—(f) sa wolne,
a ktoére — zwigzane. W przypadku, gdy pewne zmienne okaza sie
wolne, podaé, o ile to mozliwe, przyktady liczb spelniajacych dana
funkcje zdaniowa oraz przyklady liczb jej nie speilniajacych. Jesli
funkcja zdaniowa jest zdaniem, okresli¢, czy jest ono prawdziwe czy
falszywe.

cjalny przypadek funkcji nazwowej.) Uwagi te mozna przeciwstawi¢ rozwazaniom
z §2, pozwalajacym funkcje zdaniowag czasami nazywaé zdaniem. Takie uzycie ma
troche inny sens, lecz dla wygody toleruje si¢ to lekkie naduzycie jezykowe.
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O rachunku zdan

86 Stale logiczne; logika dawna i obecna

Wyrazy state, z ktérymi mamy do czynienia w jakiejkolwiek dziedzi-
nie nauki, mozna podzieli¢ na dwie obszerne grupy. Grupe pierwsza
tworzg wyrazy o charakterze specyficznym dla danej nauki. W aryt-
metyce, na przykltad, sa to wyrazy oznaczajace poszczegélne liczby,
badz cale zbiory liczb, stosunki miedzy liczbami, dziatania na licz-
bach, itp.; naleza tu, miedzy innymi, te wyrazy state, ktére podaliémy
przyktadowo w § 1. Z drugiej strony, w wiekszoéci praw arytmetycz-
nych wystepuja takze wyrazy znacznie ogdlniejszej natury — wyrazy,
ktore sie stale spotyka w zyciu codziennym i we wszelkich mozli-
wych galeziach wiedzy i ktore stanowia niezbedny $rodek dla wyra-
zania mysli ludzkich i prowadzenia rozumowan w kazdym zakresie.
Sa nimi stowa takie, jak ,nie”, 3", ,lub”, ,jest”, ,kazdy”, ,niektore”
oraz wiele innych. Precyzyjny sens tych wyrazéw oraz najogélniej-
sze prawa, ktére nimi rzadza, ustala LOGIKA, dyscyplina uwazana za
podstawe wszystkich innych nauk.

Logika stata si¢ odrebna nauka bardzo dawno temu, wczedniej na-
wet niz arytmetyka i geometria. Ale dopiero stosunkowo niedawno,
w drugiej potowie XIX wieku — po dtugim okresie zupelnego niemal
zastoju — dyscyplina ta rozpoczeta intensywny rozwdj, w czasie kto-
rego przeszla catkowityg przemiane i nabrata charakteru podobnego
naukom matematycznym. W tej nowej postaci znana jest pod nazwa
LOGIKI MATEMATYCZNEJ lub LOGIKI SYMBOLICZNEJ, dawniej nosita
tez miano LOGISTYKI. Nowa logika pod niejednym wzgledem prze-
wyzsza dawna — nie tylko trwaloscia podstaw i doskonaloscig metod,
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ktérym zawdziecza rozwdj, lecz przede wszystkim bogactwem zbada-
nych pojeé¢ i odkrytych praw. Dawna, tradycjonalna logika stanowi
w gruncie rzeczy tylko czastke nowej, ktéra zreszta — z punktu wi-
dzenia wymagan innych nauk, zwlaszcza matematyki — jest zupelnie
nieistotna. Majac to na uwadze, tudziez cel, jaki sobie stawiamy, w
niniejszej ksiazce bardzo rzadko bedziemy sie odwolywaé¢ do dawnej
logiki.!

87 Rachunek zdan; negacja zdania, koniunkcja
i alternatywa zdan

Wéréd wyrazéw o charakterze logicznym wyrézniamy nieliczna grupe
stow takich jak ,nie”, ,i”, ,lub”, ,jesli ..., to...”. Stowa te, dobrze
nam znane z jezyka codziennego, stuza do budowania zdan ztozonych
ze zdan prostszych. W gramatyce zaliczamy je do tzw.spojnikow.
Juz tylko z tego powodu wystepowania ich w jakiej$ wybranej na-
uce nie nalezy uwazaé za jej specjalng ceche. Okreslenie doktadnego
znaczenia i zastosowania tych wyrazéw, znanych takze pod nazwa
SPOJNIKOW ZDANIOWYCH, jest zadaniem najbardziej elementarnego
i podstawowego dziatu logiki, ktéry nazywamy RACHUNKIEM ZDAN,
RACHUNKIEM ZDANIOWYM, lub LOGIKA ZDANIOWA.2T
Omoéwimy teraz sens najwazniejszych wyrazéw rachunku zdan.

ITwérea logiki jest ARYSTOTELES, stawny mysliciel grecki, z IV w.p.n.e. (384—
322); jego prace logiczne zebrane sg w dziele Organon. Za twoérce logiki mate-
matycznej uwaza sie wielkiego niemieckiego filozofa i matematyka z XVII wieku
G. W. LEIBNIZA (1646-1716). Prace logiczne LEIBNIZA nie wywarly jednak wiek-
szego wplywu na dalszy rozwéj badan logicznych, a w pewnym okresie zupelnie
o nich zapomniano. Ciagly rozwéj logiki matematycznej datuje si¢ dopiero od
potowy XIX w., tj. od czasu opublikowania systemu logicznego angielskiego ma-
tematyka G. BOOLE’A (1815-1864; gtéwne dzieto: An Investigation of the Laws
of Thought, Londyn 1854). Pézniej nowa logika znalazta pelny wyraz w epoko-
wym dziele dwoch wielkich logikéw angielskich A. N. WHITEHEADA (1861-1947)
i B. RUSSELLA (1872-1970): Principia Mathematica (Cambridge 1910-1913).

?Historycznie pierwsze systematyczne przedstawienie rachunku zdaniowego za-
warte jest w dziele Begriffsschrift (Halle 1879) niemieckiego logika G. FREGEGO
(1848-1925), najwiekszego niewatpliwie logika XIX wieku. Wybitny polski lo-
gik i historyk logiki J. LUKASIEWICZ (1878-1956) rachunkowi zdaf nadal nader
prosta i precyzyjna forme, a takze zainicjowal rozlegte badania zwigzane z tym
rachunkiem.

TBlizsze oméwienie terminéw ,rachunek” i ,logika” czytelnik znajdzie w odsy-
taczu na str. 66.
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* Kk

Za pomocyg stowa ,,nie” tworzymy przeczenie, czyli NEGACJE ZDA-
NIA; dwa zdania, z ktérych jedno jest negacja drugiego nazywamy
ZDANIAMI SPRZECZNYMI. W rachunku zdan stowo ,nie” stawia sie
na poczatku zdania, natomiast w jezyku potocznym towarzyszy ono
zwykle orzeczeniu; w przypadku gdy ,,nie” pozadane jest na poczatku
zdania, zastepujemy je wyrazeniem , nie jest prawdg, ze”. 1 tak prze-
czenie zdania:

1 jest dodatnig liczbg calkowitq,
brzmi:
1 nie jest dodatniq liczbg catkowitq,
lub:
nie jest prawdg, Ze 1 jest dodatnig liczbg calkowitq.

Negacja zdania postugujemy sie, ilekroé¢ chcemy wyrazi¢ my$l, ze zda-
nie jest falszywe; negacja zdania falszywego jest prawdziwa, a zdania
prawdziwego — falszywa.

X X X

Kiedy dwa zdania (lub wiecej) potaczymy slowem ,,i”, otrzymamy
tzw. KONIUNKCJE, czyli ILOCZYN LOGICZNY. Zdania tak potaczone
noszg nazwe CZLONOW KONIUNKCJI lub CZYNNIKOW ILOCZYNU LO-
GICZNEGO. Potaczenie w ten sposéb zdania:

2 jest dodatnig liczbg catkowitq,
ze zdaniem:
2 <3,
da nam nastepujaca koniunkcje:
2 jest dodatniq liczbg calkowitg i 2 < 3.

Stwierdzenie koniunkcji dwéch zdan rownowazne jest stwierdzeniu,
ze oba zdania sg prawdziwe. Koniunkcja dwdch zdan jest prawdziwa,
gdy oba zdania sa prawdziwe; jesli przynajmniej jeden z cztonéw jest
falszywy, to cata koniunkcja jest falszywa.
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EOE

taczac zdania za pomoca stowa ,,lub”, otrzymuje sie ALTERNA-
TYWE tych zdan, nazywang takze SUMA LOGICZNA. Zdania tworzace
alternatywe noszg nazwe CZLONOW ALTERNATYWY lub SKEADNIKOW
SUMY LOGICZNEJ. Zauwazmy, ze w jezyku codziennym stowo ,lub”
ma co najmniej dwa rézne znaczenia. W tak zwanym NIEWYLACZA-
JACYM ZNACZENIU alternatywa dwoch zdan wyraza tylko, ze przy-
najmniej jedno z tych zdan jest prawdziwe, nie méwi natomiast nic
o prawdziwo$ci obu zdan naraz; w drugim znaczeniu, WYLACZAJA-
CYM, alternatywa dwéch zdan oznacza, ze jedno zdanie jest prawdzi-
we, drugie za$ falszywe. Dla zilustrowania powyzszego wyobrazmy
sobie, ze w ksiegarni wywieszono nastepujace ogloszenie:

Klientom, ktorzy sq nauczycielami lub studentamsi, udzielamy znizki.

Stowa ,,lub” uzyto tutaj niewatpliwie w pierwszym znaczeniu, po-
niewaz nikt nie odmoéwi znizki nauczycielowi, ktory jednoczesnie jest
studentem. Z drugiej strony, jesli dziecko prosi, zeby rano zabrac je
na wycieczke do lasu, popotudniu za$ do kina, a my odpowiadamy:

nie, pojedziemy na wycieczke lub pdjdziemy do kina,

to niewatpliwie uzywamy stowa ,,lub” w drugim znaczeniu, jako ze
zamierzamy spetnié¢ tylko jedno z tych zyczen. W logice i w ma-
tematyce stowa ,lub” uzywamy zawsze w pierwszym, niewylaczaja-
cym znaczeniu. Alternatywe dwéch zdan traktujemy jako prawdziwa,
gdy przynajmniej jedno z jej zdan skiadowych jest prawdziwe, w
przeciwnym razie uwazamy ja za falszywa. Na przyklad mozemy
stwierdzi¢:

kazda liczba jest dodatnia lub mniejsza od 3,

cho¢ istniejg liczby dodatnie i jednoczesnie mniejsze od 3. Aby unik-
na¢ nieporozumien nalezatoby — zaréwno w jezyku potocznym, jak
naukowym — uzywaé stowa ,lub” tylko w niewylaczajacym znacze-
niu, a w wylaczajacym — zastepowac je wyrazeniem ztozonym , albo
...albo”.

% kX
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*Nawet jeSli ograniczymy sie do przypadkéw, w ktérych slowo
»lub” wystepuje w pierwszym znaczeniu, tatwo dostrzezemy roznice
miedzy uzyciem go w jezyku codziennym i w logice. W jezyku po-
wszechnym stowem ,,lub” taczymy dwa zdania powigzane do pewnego
stopnia forma i trescia. (To samo odnosi si¢, choé¢ moze w mniejszym
stopniu, do uzycia stowa ,;i”.) Nie jest calkiem jasne na czym to
powiazanie polega, kazda za$ préba jego szczegdlowej analizy i opisu
nastreczalaby nie lada trudnoéci. Jak zobaczymy, wspotczesna logika
nie przywiazuje do tego wagi i konsekwentnie dopuszcza przytacza-
nie dziwacznych przyktadéw. Kto$ nie zaznajomiony z jezykiem logiki
przypuszczalnie nie powie, ze wyrazenie w rodzaju:

2-2=15 lub Nowy Jork jest duzym miastem

brzmi rozsadnie, a tym bardziej nie uzna go za zdanie prawdziwe.
Poza tym na uzycie stlowa ,,lub” w mowie potocznej wplywaja pewne
czynniki psychologiczne. Zwykle stosujemy alternatywe dwoch zdan
wtedy, gdy myslimy, ze jedno z nich jest prawdziwe, nie wiemy jednak
ktére. Patrzac, na przykltad, na trawnik w normalnym $wietle, nie
powiemy, ze trawnik jest zielony lub niebieski, gdyz jesteSmy w stanie
wyglosié¢ prostsze a jednocze$nie silniejsze stwierdzenie, mianowicie
ze trawnik jest zielony. Czasami uzycie alternatywy przez rozmdwce
traktujemy zgota jako przyznanie sie do faktu, ze on czy ona nie
wie, ktéry czlon alternatywy jest prawdziwy, a ktéry fatszywy. Jesli
wiec pozniej okaze sie, ze rozméwcea wiedzial, ze jedno ze zdan jest
falszywe, a w dodatku wiedziat ktére, to cala alternatywe uznamy
za zdanie falszywe, mimo ze jeden z jej czlonéw byl niewatpliwie
prawdziwy. Wyobrazmy sobie, na przykiad, ze znajomy zapytany,
kiedy wyjezdza z miasta, odpowie, ze dzi$, lub jutro, lub dopiero
pojutrze. Dowiedziawszy sie, ze znajomy w czasie naszej rozmowy
zdecydowany byl wyjechaé jeszcze tego samego dnia, prawdopodob-
nie odniesiemy wrazenie, ze nas rozmyslnie wprowadzit w btad.

Kiedy twércy wspélczesnej logiki wprowadzali do swych rozwazan
stowo ,lub”, pragneli — by¢ moze podswiadomie — uproéci¢ jego zna-
czenie; w szczegolnosci starali sie uczynié je jasnym oraz niezaleznym
od wszelkich psychologicznych czynnikéw, a juz szczegdlnie takich,
jak wiedza czy niewiedza. Zdecydowali sie wiec rozszerzy¢ uzycie
stowa ,,lub” i traktowaé alternatywe dowolnych dwdéch zdan jako ma-
jaca sens calo$é, nawet jesli nie zachodzi zwiazek miedzy ich forma i
treécia. Postanowili tez, ze prawdziwos¢ alternatywy — podobnie jak
w przypadku negacji czy koniunkcji — bedzie zalezna tylko od praw-
dziwodci jej cztonéw. Tak wiec osoba postugujaca sie stowem ,,lub”
zgodnie ze wspdlczesna logika, potraktuje wyrazenie:
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2-2=5 lub Nowy Jork jest duzym miastem

jako zdanie majace sens i faktycznie prawdziwe, poniewaz jego druga
czesS¢ jest niewatpliwie prawdziwa. Podobnie, jeéli przyjmiemy, ze
znajomy, ktérego pytaliémy o termin wyjazdu, uzyl stowa ,lub” w
czystym logicznym znaczeniu, bedziemy zmuszeni uznaé jego odpo-
wiedz za prawdziwa, bez wzgledu na to, co sadzimy o jego inten-
cjach.*

88 Implikacje lub zdania warunkowe; implikacje
W znaczeniu materialnym

b

taczac dwa zdania slowami ,jesli ..., to ...”, otrzymujemy zdanie
zlozone, zwane IMPLIKACJA lub ZDANIEM WARUNKOWYM. Zdanie
podrzedne zaczynajace sie od stowa ,,jesli” nazywamy POPRZEDNI-
KIEM, a zdanie nadrzedne poprzedzone stowem ,,t0” — NASTEPNIKIEM.
Wyglaszajac implikacje, stwierdzamy tym samym, ze poprzednik nie
moze by¢ prawda, gdy nastepnik jest falszem. Implikacja jest wiec
prawdziwa w kazdym z nastepujacych trzech przypadkéw: (i) za-
réwno poprzednik, jak nastepnik sa prawdziwe; (ii) poprzednik jest
falszywy, za$ nastepnik prawdziwy; (iii) zaréwno poprzednik, jak na-
stepnik sa falszywe. Tylko w czwartym z mozliwych przypadkdw,
mianowicie gdy poprzednik jest prawdziwy, za$ nastepnik — falszywy,
implikacja jest falszywa. Wynika z tego, ze jesli przyjmujemy im-
plikacje za prawdziwa, zakladajac réwnoczesnie, ze poprzednik jest
prawdziwy, to musimy uznaé, ze nastepnik jest tez prawdziwy; jesli
natomiast przyjmujemy implikacje za prawdziwa, odrzucamy jednak
nastepnik jako falszywy, to musimy réwniez odrzuci¢ poprzednik.

% kX

*Podobnie jak w przypadku alternatywy, dostrzegamy znaczne
réznice miedzy stosowaniem implikacji w jezyku potocznym i w logi-
ce. W jezyku codziennym mamy sktonnoéé¢ do taczenia dwéch zdan
stowami ,,jesli ..., to...” tylko wtedy, gdy zachodzg pewne zwigzki
miedzy ich forma i treécia. Zwiazki te trudno byloby nam ogdlnie
scharakteryzowaé¢, bowiem tylko czasami ich natura staje sie sto-
sunkowo jasna. Na przyklad rozwazajac implikacje, czesto si¢ spo-
dziewamy, ze nastepnik bedzie wynikal z poprzednika, a wiec jesli w
pewnych okolicznosciach poprzednik jest prawda, to oczekujemy, ze
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réwniez nastepnik w tych samych okolicznosciach bedzie prawda (i
ze nastepnik da sie wydedukowaé z poprzednika na podstawie pew-
nych praw ogélnych, ktére nie zawsze bedziemy w stanie przytoczyé
dostownie). 1 tutaj, jak poprzednio, ujawnia sie dodatkowy czyn-
nik psychologiczny: zwykle formulujemy i konstatujemy implikacje,
gdy nie mamy doktadnej wiedzy odnoénie prawdziwosci poprzednika
i nastepnika. W przeciwnym razie uzycie implikacji wydaje sie nie-
naturalne i budzi watpliwosci co do jej sensownosci i prawdziwosci.

Za ilustracje niech nam postuzy nastepujacy przyktad. Rozwazmy
prawo fizyki:

kazdy metal jest ciggliwy,
i sformulujmy je w formie implikacji zawierajacej zmienne:
jesli x jest metalem, to x jest ciggliwy.

Jezeli wierzymy w prawdziwos$é tego ogdlnego prawa, musimy takze
wierzy¢ w prawdziwo$¢ wszystkich jego szczegdlnych przypadkdw,
czyli wszystkich implikacji, ktére otrzymamy, zastepujac ,,x” nazwa-
mi dowolnych materiatéw takich, jak np. zelazo, glina, czy drewno. I
rzeczywiscie, okazuje sie, ze wszystkie zdania otrzymane w ten sposéb
spelniaja wymienione wyzej warunki prawdziwosci implikacji; innymi
stowy, nigdy nie zdarza sie, by poprzednik byl prawda, a nastepnik —
falszem. Co wiecej, w kazdej z tych implikacji wystepuje Scisty zwia-
zek miedzy poprzednikiem a nastepnikiem polegajacy na tym, ze oba
zdania skladowe odnosza si¢ do tego samego przedmiotu. Widzimy
ponadto, ze przyjmujac poprzednik takiej implikacji za prawdziwy,
mozemy wydedukowaé nastepnik (na przyktadz tego, ze ,zelazo jest
metalem” mozemy wywnioskowaé, ze ,Zelazo jest ciggliwe”), opiera-
jac sie na prawie ogélnym gloszacym, ze kazdy metal jest ciagliwy.
Wszelako niektore z rozwazanych tu zdan wydaja sie sztuczne
i watpliwe z punktu widzenia powszechnych przyzwyczajen jezyko-
wych. Nikt by sie nie wahal przed zastosowaniem podanego wyzej
prawa ogdlnego, czy uzyciem ktéregokolwiek z jego szczegdlnych przy-
padkéw otrzymanych przez zastapienie ,,x” nazwg materiatu, poki nie
wiedzialby, czy material ten jest metalem, albo czy jest ciagliwy.
Zastepujac jednak ,x” przez ,Zelazo”, otrzymujemy przypadek, w
ktérym poprzednik i nastepnik sa bez watpienia prawda, a poniewaz
implikacja taka robi wrazenie sztucznej, uzyjemy raczej wyrazenia:

poniewaz zelazo jest metalem, jest ciggliwe.
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Podobnie, podstawiajac za ,,x” — stowo ,,glina”, dostajemy impli-
kacje z falszywym poprzednikiem i prawdziwym nastepnikiem, ktorg
wolimy zastapi¢ wyrazeniem:

glina, choé nie jest metalem, jest ciggliwa.

I wreszcie, zastepujac ,,x” przez ,drewno” otrzymujemy implikacje
z falszywym poprzednikiem i falszywym nastepnikiem; aby w tym
przypadku zachowaé strukture implikacji, musimy zmieni¢ forme gra-
matyczng czasownikow:

gdyby drewno byto metalem, byloby ciggliwe.

X ok Xk

Majac na uwadze potrzeby jezykéw naukowych, logicy ze zwrotem
njesli ..., to...” postapili tak samo, jak ze stowem ,,lub”. Postano-
wili uproécié¢ i wyjasnié¢ jego znaczenie oraz uwolnié¢ je od ubocznych
czynnikéw. W tym celu rozszerzyli jego zastosowanie, uznajac im-
plikacje za zdanie majace sens nawet wtedy, gdy nie zachodzi zaden
zwigzek miedzy trescia jej cztondéw, zas prawdziwosé lub falszywosé
implikacji uzaleznili wylgcznie od prawdziwoéci lub falszywosci po-
przednika i nastepnika. Charakteryzujac krétko te sytuacje, mozna
powiedzieé, ze wspolczesna logika postuguje sie IMPLIKACJAMI W
ZNACZENIU MATERIALNYM, czy proéciej IMPLIKACJAMI MATERIAL-
NYMI — w odréznieniu od IMPLIKACJI W ZNACZENIU FORMALNYM czy
tez IMPLIKACJI FORMALNEJ, w ktorej obecnos¢ pewnych formalnych
zwigzkoéw miedzy poprzednikiem a nastepnikiem jest warunkiem ko-
niecznym jej poprawnoéci i prawdziwosci. Pojecie implikacji formal-
nej moze zostalo jeszcze nie catkiem wyjasnione, ale w kazdym razie
jest wezsze od pojecia implikacji materialnej; kazda poprawna i praw-
dziwa implikacja formalna jest réwnoczesnie poprawna i prawdziwa
implikacja materialna, ale nie vice versa.

Dla zilustrowania powyzszych uwag rozwazmy nastepujace cztery
zdania:

jesli 2-2=4, to Nowy Jork jest duzym miastem;
jesli 2-2=5, to Nowy Jork jest duzym miastem;
jesli 2-2=4, to Nowy Jork jest malym miastem;
jesli 2-2=15, to Nowy Jork jest matym miastem.
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W jezyku codziennym z trudem uznalibySmy je za sensowne, a co
dopiero prawdziwe. Natomiast z punktu widzenia logiki matema-
tycznej sa one sensowne i — poza trzecim — prawdziwe. OczywiScie,
nie chcemy przez to powiedzieé, ze takie zdania sg jako$ szczegdlnie
wazne, ani ze zamierzamy postugiwac¢ sie nimi jako przestankami w
naszych dyskusjach.

X k%

Bytloby bledem sadzié, ze pokazana tutaj réznica miedzy jezykiem
codziennym a jezykiem logiki jest ustalona i skonczona, oraz ze opi-
sane wyzej zwyczaje zwigzane ze stosowaniem zwrotu ,jesli ..., to

.7 w jezyku codziennym nie dopuszczaja zadnych wyjatkow. Prze-
ciwnie, wystarczy sie troche rozejrzeé, by znalezé przyktady stosowa-
nia tego zwrotu w sposob nie catkiem zgodny z implikacja formalna.
Wyobrazmy sobie na przyklad, ze nasz znajomy stoi wobec trudnego
zadania, my zas$ nie wierzymy, ze kiedykolwiek sie z nim upora. Ten
brak wiary mozemy wyrazi¢ zartobliwie, méwigc:

jesli rozwigzesz to zadanie, to mi kaktus na dloni wyrosnie.

Sens tego oSwiadczenia jest zupelnie jasny. Mamy tu implikacje, kto-
rej nastepnik jest niewatpliwie falszywy, a poniewaz przypisujemy
prawdziwo$é catej implikacji, to tym samym odrzucamy prawdziwo$é
poprzednika, czyli wyrazamy przekonanie, ze znajomy nie rozwigze
swego zadania. Ale jest réwniez jasne, ze poprzednik i nastepnik na-
szej implikacji nie sg w zaden sposéb z soba powiazane, wobec czego
mamy tu typowy przypadek implikacji materialnej, a nie formalnej.

) 3k ok

”

Rozbiezno$é miedzy uzyciem zwrotu ,jesl ..., to ...” w jezyku
powszednim i w logice matematycznej wywolywala dlugie a nawet
namietne dyskusje, w ktoérych, nawiasem moéwiac, zawodowi logicy
brali maty udzial.® (Zaskoczenie natomiast moze budzié¢ fakt, ze

3Interesujacym faktem jest to, ze poczatki tej dyskusji datuja sie w starozytno-
$ci. Filozof grecki FILON z MEGARY (w IV w.p.n.e.) prawdopodobnie jako pierw-
szy w historii logiki opowiadal si¢ za stosowaniem implikacji materialnej, przeciw-
stawiajac sie pogladom swego mistrza, DIODOROSA KRONOSA, ktéry proponowatl,
by stosowa¢ implikacje w wezszym znaczeniu, blizszym tego, co tu nazywamy zna-
czeniem formalnym. Nieco pdzniej (w III w.p.n.e) — przypuszczalnie wlasnie pod
wplywem FILONA — filozofowie greccy i logicy ze szkoly stoikéw (ktérych prace za-
wieraly pierwsze rozwazania o rachunku zdaniowym) uczynili przedmiotem swych
badan rozmaite mozliwe koncepcje implikacji.
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mniejsza uwage zwracano na analogiczng rozbiezno$é¢ w przypadku
stowa ,,lub”.) Zarzucano logikom, ze wskutek postugiwania sie poje-
ciem implikacji materialnej dochodzili do paradokséw, a nawet zgota
nonsenséw. Zadano reformy logiki, w szczegélnodei zas, zblizenia lo-
giki do jezyka potocznego w zakresie stosowania implikacji.

Trudno uznaé zasadnosé tych krytyk. W jezyku potocznym nie ma
wyrazen o Scisle okreslonym znaczeniu. Z wielkim trudem datoby sie
znalez¢ dwdch ludzi, uzywajacych wszystkich stéw dokladnie w tym
samym znaczeniu, nie méwiac o tym, ze w jezyku jednej osoby dane
stowo moze znaczy¢ co innego w réznych okresach jej zycia. Ponadto,
znaczenie stow w jezyku codziennym jest doé¢ skomplikowane; zalezy
nie tylko od zewnetrznej formy stowa, lecz réwniez od okolicznosci,
w ktorych jest wypowiadane, a czasem od subiektywnych czynnikéw
psychologicznych. Jesli wiec naukowiec chce przenie$é¢ do nauki po-
jecie z zycia codziennego i ustali¢ zwigzane z nim prawa ogolne, to
pierwszym jego (czy jej) zadaniem bedzie zawsze zbadanie, usciSlenie
i uproszczenie tresci tego pojecia oraz uwolnienie go od nieistotnych
atrybutéw. Nie ma tu znaczenia, czy osoba ta jest logik rozwazajacy
wyrazenie ,jesli ..., to ...”, czy na przyklad fizyk pragnacy ustalié
doktadne znaczenie stowa ,,metal”. Bez wzgledu na to, w jaki sposéb
naukowiec rozwigze to zadanie, ostateczne uzycie przyjetego terminu
bedzie sie r6znié¢, mniej lub wiecej, od praktyki jezyka codziennego.
Gdy jednak ustali on doktadnie, w jakim sensie zamierza uzywacé tego
terminu, a potem zawsze bedzie sie tego konsekwentnie trzymal, to
nikt nie bedzie mial prawa zarzuca¢ mu, ze jego postepowanie pro-
wadzi do nonsensownych wynikow.

Wszelako w zwiazku z dyskusjami, ktore mialty miejsce, niektorzy
logicy probowali zreformowaé teorie implikacji. Nie odmawiajac ge-
neralnie miejsca w logice implikacji materialnej, jednoczeénie usituja
znalez¢ miejsce dla innego pojecia implikacji, takiego na przyklad,
zeby w przypadku prawdziwej implikacji dawalo sie wydedukowaé
nastepnik z poprzednika; zycza sobie chyba umiesci¢ to nowe pojecie
nawet na pierwszym planie. Usilowania te sg dosy¢ Swieze i jest jesz-
cze zbyt wezednie, by wydawaé ostateczna ocene co do ich wartosci.*
Dzi§ jednak wydaje sie rzeczq pewng, Ze teoria implikacji materialnej
pod wzgledem prostoty weimie gore nad innyms teoriami; w kaZdym
razie nie wolno nam zapomniec, ze logika, ktora powstala na gruncie
tego prostego pojecia, okazala sie zadowalajgcg podstawg do najbar-
dziej skomplikowanych i subtelnych rozumowan.*

4Pierwszej proby opracowania systematycznej teorii implikacji formalnej doko-
nal filozof i logik amerykanski C. I. LEwIs (1883-1964).
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89 Uzycie implikacji w matematyce
Sformutowanie ,,jesli ...to ...” mnalezy do tych wyrazen logicz-
nych, ktére sa najbardziej rozpowszechnione w innych naukach, szcze-
gblnie w matematyce. Prawa matematyczne, zwlaszcza o charakterze
ogblnym, maja czesto postaé¢ implikacji; poprzednik w matematyce
nazywany jest ZALOZENIEM, nastepnik zas§ — TEZA.

Jako prosty przyklad prawa arytmetyki o postaci implikacji mo-
zemy przytoczy¢ nastepujace zdanie:

jesli x jest liczbg dodatnig, to 2x jest liczbg dodatnig

w ktérym ,x jest liczbg dodatniqg” stanowi zaltozenie, teze za$ — ,2x
jest liczbg dodatnig” .

Obok tej klasycznej niejako postaci praw matematycznych napo-
tykamy niekiedy takze inne sformutowania, w ktérych zatozenie i teza
polaczone sg inaczej, bez pomocy zwrotu ,,jesli ..., to...”. Na przy-
ktad przytoczone przed chwilg prawo mozna sformutowaé w jeden z
nastepujacych sposobdéw:

z tego, Ze x jest liczbg dodatniq, wynika, Ze 2x jest liczbg
dodatnig;

zatozZenie, Ze x jest liczbg dodatnig, pocigga za sobg teze
(lub, prowadzi do tezy), Ze 2z jest liczbg dodatnig;

warunkiem wystarczajgcym na to, by 2x bylo liczbg dodat-
nig, jest, ze x jest liczbg dodatniq;

na to, by 2x bylo liczbg dodatniq, wystarczy, by x bylo liczbg
dodatniqg;

warunkiem koniecznym na to, by 2x bylo liczbg dodatnig,
jest, Ze x jest liczbg dodatnig;

na to, by x bylo liczbg dodatnig, potrzeba, by 2x bylo liczbg
dodatniq;

tScigle moéwiac, nastepujace wyrazenie jest raczej funkcja zdaniowa niz zda-
niem. Przypominamy, ze termin ,prawo” pierwotnie wprowadzono dla zdan udo-
wodnionych, ale swobodnie mozna go rozszerzy¢ na udowodnione funkcje zda-
niowe. (Zauwazmy, ze gdybysmy dotaczyli kwantyfikator ogélny do tej czy jakiej-
kolwiek innej funkcji zdaniowej, nie otrzymaliby$my implikacji w $cistym znacze-
niu.)
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Zamiast wiec siega¢ po zdanie warunkowe, mozemy réwnie dobrze po-
wiedzie¢, ze zalozenie POCIAGA ZA SOBA teze lub Ze jest WARUNKIEM
WYSTARCZAJACYM dla tezy; to samo wyrazimy tez méwiac, ze teza
WYNIKA z zatozenia, lub Ze jest WARUNKIEM KONIECZNYM dla zatoze-
nia. Logicy mogliby zaprotestowaé¢ przeciw niektérym z powyzszych
sformutowan, w matematyce jednak pozostaja one w powszechnym
uzyciu.
* k%

*Zastrzezenia moga tu budzié te z powyzszych stwierdzen, w kté-
rych wystepuja stowa ,,zalozenie”, ,teza”, ,warunek”, ,wynika”, ,,po-
cigga za sobq”.

By zrozumieé, na czym zasadniczo polegaja te zastrzezenia, zwré-
¢my uwage przede wszystkim na fakt, ze Scidle rzecz biorac sfor-
mulowania te réznig sie treécia od wyrazen wyjsciowych. O ile w
yklasycznej postaci” praw méwimy o liczbach, wtasciwosciach liczb,
dziataniach na liczbach itd., stowem, o obiektach bedacych przedmio-
tem matematyki, to w rozwazanych wyzej sformutowaniach mowi-
my o zalozeniach, tezach, warunkach, czyli o zdaniach lub funkcjach
zdaniowych wystepujacych w matematyce. Przy tej okazji mozna
zauwazy¢, ze na og6t ludzie nie odrézniaja terminéw bedacych na-
zwami przedmiotéw badan danej nauki — od termindéw, ktére ozna-
czajg roézne rodzaje wyrazen wystepujacych w tej nauce. Obserwuje
sie to najbardziej w matematyce, zwlaszcza na poziomie elementar-
nym. Chyba stosunkowo niewiele 0s6b zdaje sobie sprawe z tego, ze
terminy takie jak ,rownanie”, ,nieréwnosc”, ,wielomian”, ,ulamek
algebraiczny”, z ktérymi ciggle stykamy sie w podrecznikach elemen-
tarnej algebry, nie nalezg Scisle do matematyki czy logiki, poniewaz
nie oznaczaja przedmiotéw rozwazanych w tych naukach; réwnania
i nieréwnosci sa pewnymi specjalnymi funkcjami zdaniowymi, nato-
miast wielomiany i utamki algebraiczne — zwtlaszcza tak jak sie je
traktuje w elementarnych podrecznikach — stanowia szczegdlne przy-
padki funkcji nazwowych (por.§2). Zamet poglebia tutaj fakt, ze
terminéw tego rodzaju uzywa sie czesto w sformutowaniach praw ma-
tematycznych. Stalo sie to juz powszechna praktyka, ale poniewaz
postepowanie takie nie przedstawia szczegblnego niebezpieczenstwa,
szkoda moze naszego czasu na protesty. Wszelako dobrze jest wie-
dzie¢, ze dla wielu praw sformutowanych za pomoca takich terminéw,
istniejg inne sformulowania, bardziej odpowiednie z punktu widzenia
logiki, w ktorych terminy te wcale nie wystepuja. Na przyktad prawo:
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réwnanie x>+ ax+b=0 ma co najwyzej dwa pierwiastki

wladciwiej byloby wyrazi¢ w nastepujacy sposob:

istniejg co najwyiej dwie liczby x takie, Ze x>+ ax +b = 0.
* k%

Siegnijmy jeszcze raz do kontrowersyjnych sformutowan implikacji,
by zwréci¢ uwage na kolejny, szczegélnie wazny, aspekt. W sformu-
lowaniach tych utrzymujemy, ze dla jednego zdania, mianowicie po-
przednika implikacji, drugie — nastepnik implikacji — jest teza, czyli, ze
drugie zdanie wynika z pierwszego. Zwykle wyrazajac si¢ w ten spo-
séb, mamy na mysli, ze zalozenie o prawdziwosci pierwszego zdania
jak gdyby wymaga od nas tego samego zalozenia odnoénie drugiego
zdania (a nawet by$my byli w stanie wyprowadzi¢ drugie zdanie z
pierwszego). Ale jak wiemy juz z § 8, we wspolczesnej logice sensow-
nos¢ implikacji nie zalezy od tego, czy nastepnik pozostaje w zwigzku
formalnym z poprzednikiem. Spdjrzmy jeszcze raz na podane tam
przyktady. Kazdemu, kogo zaskoczyl fakt, ze w logice zdanie:

jesli 2-2=4, to Nowy Jork jest duzym miastem

jest uwazane za zdanie majace sens, a nawet prawdziwe, bedzie jesz-
cze trudniej pogodzi¢ sie z przeksztalceniem tego zdania:

z zaloZenia, Ze 2 -2 = 4 wynika teza, ze Nowy Jork jest duzym
miastem.

Widzimy, ze inne sposoby formulowania czy przeksztalcenia zdan
warunkowych prowadza do wyrazen brzmiacych paradoksalnie, co
zwieksza rozbieznoéé¢ miedzy jezykiem powszechnym a jezykiem logiki
matematycznej. Nie dziwi wiec, ze takie przeksztalcenia prowadzi-
ly raz po raz do rozmaitych nieporozumien, bedac jedna z przyczyn
owych namietnych i czesto bezptodnych dyskusji, o ktérych wspo-
mnieliSmy wczesniej.

* ok %

Z czysto logicznego punktu widzenia, mozemy oczywidcie uniknaé
wszystkich zglaszanych tutaj zastrzezen, oswiadczajac, ze nie zamie-
rzamy braé¢ pod uwage dostownego znaczenia kwestionowanych sfor-
mutowan, bedziemy natomiast przypisywaé im te sama tres¢, co zwy-
kltym zdaniom warunkowym. Ale byloby to niewygodne pod innym
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wzgledem; istnieja bowiem sytuacje — nie w samej logice, lecz w nauce
Scidle z nig powiazanej, mianowicie, w metodologii nauk dedukcyjnych
(por.rozdzial VI) — kiedy to méwimy o zdaniach i relacjach wynika-
nia miedzy nimi, w ktérych stéow takich, jak ,wynika” i ,pocigga za
sobg” uzywa sie w innym, bardziej zblizonym do zwyklego, znaczeniu.
Byloby wiec lepiej unikaé catkiem takich sformutowan, zwtaszcza, ze
dysponujemy innymi, ktére nie budzg zadnych zastrzezen.*

8§10 Réwnowaznos$é zdan

Rozwazymy jeszcze jeden spéjnik zdaniowy. Jest nim wyrazenie
rzadko spotykane w jezyku codziennym, mianowicie zwrot ,,wtedy 1
tylko wtedy, gdy”. Y.aczac nim dowolne dwa zdania, otrzymujemy
zdanie zlozone, ktére nosi nazwe ROWNOWAZNOSCI. Zdania tak po-
taczone noszg miano LEWEJ i PRAWEJ STRONY ROWNOWAZNOSCI.
Stwierdzajac rownowaznos¢ dwoch zdan wykluczamy mozliwosé, ze
jedno z nich jest prawdziwe, drugie zas falszywe. Rownowaznosé jest
wiec prawdziwa, gdy lewa i prawa strona sa jednoczesnie badz praw-
dziwe, badz falszywe, w przeciwnym przypadku réwnowazno$é jest
falszywa.

Sens réwnowaznoéci mozemy oddaé jeszcze w inny sposob. Jesli
w zdaniu warunkowym zamienimy miejscami poprzednik z nastepni-
kiem, to otrzymamy nowe zdanie nazywane ODWROTNOSCIA DANEGO
ZDANIA lub ZDANIEM ODWROTNYM. Wezmy, na przyktad, jako dane
zdanie nastepujaca implikacje:

(I)  jesli x jest liczbg dodatniq, to 2x jest liczbg dodatnig;
odwrotnoscia tego zdania bedzie:
(IT1)  jesli 2x jest liczbg dodatnig, to x jest liczbg dodatnig.

Jak wida¢ z tego przykladu, odwrotnos$é zdania prawdziwego bywa
tez prawdziwa. Nie jest to jednak ogodlna zasada, o czym mozemy sie
przekonaé, zastepujac w zdaniach (I) i (II) ,,22” przez ,x2”. Zdanie
(I) pozostanie prawdziwe, natomiast zdanie (II) stanie sie falszywe.
W przypadku, gdy prawdziwe jest zaréwno dane zdanie warunkowe,
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jak jego odwrotnoéé¢, rownoczesng prawdziwosé obu zdan wyrazamy
w ten sposéb, ze poprzednik ktoregokolwiek z nich taczymy z nastep-
nikiem stowami ,,wtedy ¢ tylko wtedy, gdy”. Tak wiec powyzsze dwie
implikacje — zdanie wyjsciowe (I) i jego odwrotno$¢ (II) — mozemy
zastapi¢ jednym zdaniem:

x jest liczbg dodatnig wtedy i tylko wtedy, gdy 2z jest liczbg dodatnig

(przy czym obie strony réwnowaznosci mozna zamieni¢ miejscami).
Zmamy zresztg kilka innych sposobow sformutowania tej samej my-
§li, np.:

z tego, ze x jest liczbg dodatniq wynika, Ze 2x jest liczbg
dodatnig © na odwrét;

warunki, ze x jest liczbg dodatniq i 2x jest liczbg dodatnig,
sq wzajemmnie rownowaine;

warunek, Ze x jest liczbg dodatniq, jest zaréwno konieczny
jak wystarczajocy na to, by 2x bylo liczbg dodatnig;

warunkiem koniecznym 1t wystarczajgcym na to, by x bylo
liczbg dodatniq jest, ze 2x jest liczbg dodatniq.

Zamiast wiec laczy¢ dwa zdania zwrotem ,wtedy i tylko wtedy,
gdy” mozemy powiedzieé¢, ze miedzy tymi dwoma zdaniami ZACHODZI
RELACJA WYNIKANIA W OBU KIERUNKACH, ze 53 one ROWNOWAZNE,
lub wreszcie, ze kazde z tych dwoch zdan stanowi WARUNEK KONIECZ-
NY I WYSTARCZAJACY dla drugiego.

811 Zasady formulowania definicji

Zwrotu ,wtedy 1 tylko wtedy, gdy” uzywamy bardzo czesto przy for-
mulowaniu DEFINICJI, czyli uméw ustanawiajacych, jaki sens przy-
pisujemy wyrazeniu, ktore dotad w danej dyscyplinie naukowej nie
wystepowalto i wobec czego moze by¢ niezrozumiate. Wyobrazmy
sobie na przyklad, ze nie uzywaliSmy dotad w arytmetyce symbolu
»,<”, a teraz pragniemy wprowadzi¢ go do rozwazan (traktujac go, jak
zwykle, jako skrét wyrazenia ,,jest mniejszy lub rowny” lub wyrazenia
wjest nie wiekszy niz”). W tym celu powinniémy symbol ten wpierw
zdefiniowaé, tzn. doktadnie wyjasni¢ jego znaczenie za pomocg wyra-
z6w juz nam znanych, ktorych sens nie budzi zadnych watpliwosci.
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Zaktadajac, ze do tych znanych juz wyrazéw nalezy m.in.znak ,,>",
formutlujemy nastepujaca definicje:

mowimy, ze x <y wtedy ¢ tylko wtedy, gdy nie zachodzi, ze x > y.

Definicja ta ustala rownowaznos¢ dwéch funkeji zdaniowych:

r<y
oraz

nie zachodzi, ze x > y;

mozemy wiec powiedzie¢, ze pozwala ona przeksztalcaé wzor
»X <y’ w rownowazne mu wyrazenie, nie zawierajace symbolu ,,<”
i sformutowane wytgcznie za pomoca zrozumialych dla nas wyrazow.
To samo dotyczy kazdego wzoru, ktéry otrzymujemy z ,,x < y” pod-
stawiajac za ,x” i ,,y° dowolne symbole lub wyrazenia liczbowe. Na
przyktad wzor:

3+2<5

jest réwnowazny zdaniu:
nie zachodzi, zZe 3+ 2 >5;

a poniewaz drugie zdanie jest prawdziwe, to i pierwsze wyraza my$l
prawdziwg. Podobnie wzér:

4<2+4+1
rownowazny jest zdaniu:
nie zachodzi, ze 4 > 241,

i oba sa falszywe. Powyzsze spostrzezenie odnosi si¢ réwniez do
bardziej zlozonych zdan (i funkcji zdaniowych). Przeksztalcajac, na
przyktad, zdanie:

jgesti x<y 1 y<z to x<z,
otrzymujemy:

jesli nie zachodzi, Ze © >y 1 nie zachodzi, Ze y > z, to nie
zachodzi, Ze x > z.
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Krétko méwiac, dzieki podanej definicji potrafimy dowolne zdanie
proste lub ztozone, w ktérym wystepuje znak ,,<” przeksztalci¢ w
zdanie réwnowazne, nie zawierajace tego symbolu' lub, inaczej mé-
wiac, przetozy¢ na jezyk, w ktorym symbol ,<” nie wystepuje. Na
tym polega rola definicji w naukach matematycznych.

TOczywidcie réwnowaznos$é pozwala tez na postepowanie odwrotne: uzycie
symbolu ,<” w celu przeksztalcania pewnych wyrazen w wyrazenia krotsze.
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EOE

Aby definicja spelniata nalezycie swe zadanie, powinniSmy przy
jej budowie zachowywaé¢ pewne Srodki ostroznosci. Dlatego wlasnie
ustalono specjalne reguty, tzw. REGULY DEFINIOWANIA, ktore poucza-
ja, jak poprawnie konstruowac definicje. Rezygnujac tu z doktadnego
formutowania tych regul, zaznaczymy tylko, ze zgodnie z regutami
definiowania, kazda definicja moze mie¢ postaé¢ réwnowaznosci; lewa
strona réwnowaznosci, zwana DEFINIENDUM, powinna by¢ krotka,
gramatycznie prosta funkcjg zdaniowa, zawierajaca w sobie ten wy-
raz staly, ktéry definiujemy; prawa strona, tzw. DEFINIENS, moze by¢
funkcja zdaniowa o dowolnej strukturze, zawierajaca wszakze tylko
te wyrazy state, ktoérych sens badz bezposrednio jest dla nas zrozu-
mialty, badZ zostal juz uprzednio wyjasniony. Nie wolno zwtlaszcza,
by definiowany wyraz staly, czy ktérekolwiek wyrazenie wezesniej de-
finiowane z jego pomoca, wystapito w definiensie; w przeciwnym ra-
zie definicja jest nieprawidlowa, poniewaz zawiera blad znany jako
BLEDNE KOLO W DEFINIOWANIU (tak jak sic méwi o BLEDNYM KOLE
W ROZUMOWANIU, kiedy argument, ktéry ma ustali¢ pewne zdanie,
sam jest oparty na tym lub jakims$ innym zdaniu, wczesniej zen wy-
dedukowanym). Wreszcie, by uwydatni¢ umowny charakter definicji
i odrézni¢ ja od praw majacych postaé¢ réwnowaznosci, poprzedza sie
ja zwrotem w rodzaju: ,mowimy, Ze”. — Latwo sprawdzié, ze podana
wyzej definicja symbolu ,,<”spelnia wszystkie z tych warunkéw; jako
definiendum figuruje w niej:

z <y
jako definiens za$:
nie zachodzi, ze x > .

Warto tez zauwazy¢, ze matematycy przy formutowaniu definicji
zamiast wyrazenia ,,wtedy i tylko wtedy, gdy” chetnie uzywaja stowa
wjesli” lub o ile”; znak ,,< ”zdefiniowaliby zapewne nastepujaco:

mowimy, Ze x <y, o ile nie zachodzi, ze x > y.

Na pozor definicja taka stwierdza tylko tyle, ze definiendum wynika
z definiens, nie uwydatnia za$ wynikania w kierunku odwrotnym, nie
ustala zatem, ze definiendum i definiens sg sobie réwnowazne. W gre
wchodzi tu jednak milczaca umowa, zgodnie z ktora stowa ,jesli” i
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,0 ile” | taczace definiendum i definiens, znaczg tyle, co zwrot ,,wtedy
i tylko wtedy, gdy”. — Dodajmy, ze postaé¢ réwnowaznosci nie jest
jedyna postacia definicji.

8§12 Prawa rachunku zdaniowego

Oméwiwszy najwazniejsze spdjniki zdaniowe, mozemy przystapié¢ do
wyjasnienia charakteru praw rachunku zdaniowego.
Rozwazmy nastepujace zdanie:

jesli 1 jest liczbg dodatnig i 1 <2, to 1 jest liczbg dodatnig.

Zdanie to jest niewatpliwie prawdziwe, wystepuja w nim wylacznie
wyrazy stale z zakresu logiki i arytmetyki, mimo to nikomu nie przyj-
dzie do glowy, zeby zamiesci¢ je jako odrebne prawo w podreczniku
matematyki. Gdy zastanowimy sie, czemu to przypisaé¢, dojdziemy
do wniosku, ze zdanie to jest zupelnie nieciekawe z punktu widzenia
arytmetyki. Nie wzbogaca ono naszej wiedzy o liczbach, prawdziwos¢
jego nie zalezy wcale od tresci zawartych w nim poje¢ arytmetycznych,
a jedynie od sensu stéw ,,i7, ,jesli”, ,to”. Aby sie o tym przekonad,
zastapmy w omawianym zdaniu zwroty:

1 jest liczbg dodatnig

oraz
1<2

przez jakiekolwiek inne dwa zdania z dowolnego zakresu. Otrzymamy
szereg zdan, tak samo prawdziwych, jak zdanie oryginalne, np.:

jesli dana figura jest rombem i ta sama figura jest prostokg-
tem, to dana figura jest rombem;

jesli dzis jest miedziela © Swiect stonice, to dzi$ jest niedziela.

Aby wyrazi¢ prawdziwo$¢ tych zdan w ogdlnej postaci, wprowadz-
my symbole zmienne ,p” i ,q” i uméwmy sie, ze symbole te nie re-
prezentuja liczb lub innych przedmiotéw, lecz cale zdania; symbole
zmienne tego rodzaju nazywamy ZMIENNYMI ZDANIOWYMI. Zaste-
pujac w rozwazanym zdaniu wyrazenie:

1 jest liczbg dodatnig
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przez p, zas:
1<2

przez ,q”, otrzymamy funkcje zdaniowa:
jesli pigq, to p.
Ma ona te wlasno$é, ze podstawiajac w niej za ,p” i ,q” dowolne
zdania, zawsze uzyskamy zdania prawdziwe. Spostrzezenie nasze daje
sie uja¢ w forme nastepujacego prawa:
dla dowolnych p v q, jesli piq, to p.
Otrzymalismy tutaj nasz pierwszy przyktad prawa rachunku zda-
IliOWQgO7 zwanego PRAWEM SYMPLIFIKACJI DLA MNOZENIA LOGICZ-
NEGO. Zdanie, ktére pierwotnie rozpatrywaliSmy, jest tylko szczegdl-
nym przypadkiem tego ogdlnego prawa, podobnie jak wzér:
2:3=3-2
jest szczegdlnym przypadkiem ogdlnego prawa arytmetyki:
dla dowolnych liczb x 1y, x-y=1y-x.

W analogiczny sposéb mozna dojsé do innych praw rachunku zdan.
Podamy tutaj kilka ich przykladow; formutujac je, ominiemy jednak
kwantyfikator ogélny ,dla dowolnego p, q ...” — zgodnie ze zwy-
czajem wspomnianym w § 3, ktéry w rachunku zdan stal sie niemal
reguta.

Jesli p, to p.

Jesli p, to q lub p.

Jesli z tego, Ze p, wynika, Ze q, i z tego, ze q wynika, Ze
p, to p wtedy i tylko wtedy, gdy q.

Jesli z tego, Ze p, wynika, Ze ¢ iz tego, Ze q wynika, Ze
r, to =z tego, Ze p wynika, Ze T.

Pierwsze z tych praw nosi nazwe PRAWA TOZSAMOSCI, drugie na-
zywa, sie PRAWEM DODAWANIA LOGICZNEGO, czwarte — PRAWEM SY-
LOGIZMU HIPOTETYCZNEGO.T Tt

TCzytelnik zauwazyl zapewne szersze odstepy w podanych wyzej ,wzorach
stownych”. Tutaj szersze odstepy spelniaja te samg role co nawiasy w réwna-
niach.

tTPrawo dodawania logicznego nazywa sie tez krétko PRAWEM DODAWANIA.
Funkcjonuje jeszcze inna nazwa tego prawa, mianowicie PRAWO SYMPLIFIKACJI
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Podobnie jak prawa arytmetyki o charakterze ogbélnym wyrazaja
wlasnosci dowolnych liczb, tak prawa rachunku zdan orzekaja jakby o
wlasnosciach dowolnych zdan. W prawach tych wystepuje tylko jeden
rodzaj zmiennych, mianowicie zmienne zastepujace zdania; okolicz-
nos¢é ta stanowi ceche charakterystyczng rachunku zdan i decyduje o
jego wielkiej ogdlnosci i szerokim zastosowaniu.

§13 Symbolika rachunku zdan; funkcje zdaniowe
zlozone oraz tabelki prawdziwos$ciowe

Prosta i ogélna metoda, umozliwiajaca okreélenie, czy dane zdanie z
dziedziny rachunku zdan jest prawdziwe i czy wobec tego moze by¢é
traktowane jako prawo tego rachunku, nosi nazwe METODY TABELEK
PRAWDZIWOSCIOWYCH lub METODY MATRYC.5

Przy opisywaniu tej metody wygodnie jest postugiwaé sie specjal-
nymi symbolami. Spdjniki zdaniowe:

nie; 1; lub; jesli ..., to ...; wtedy i tylko wtedy, gdy
zastapimy odpowiednio nastepujacymi symbolami:

~; ;s \% - .

Pierwszy z symboli umieszczamy przed wyrazeniem, negacje ktorego
chcemy otrzymaé; pozostale stawiamy zawsze miedzy dwoma wyra-
zeniami (stowo ,to” zastepujemy ,—”, natomiast wyraz ,jesli” po
prostu pomijamy). W ten sposéb z jednego lub dwdch prostszych
wyrazen wyprowadzamy wyrazenie bardziej ztozone, ktére po ujeciu
w nawiasy moze stuzy¢ do utworzenia innego, jeszcze bardziej ztozo-
nego, wyrazenia.

Za pomoca wymienionych wyzej zmiennych, nawiasow oraz sta-
tych (czasem réwniez za pomoca innych stalych, ktére tutaj pomi-
niemy) jesteSmy w stanie zapisaé¢ wszystkie funkcje zdaniowe oraz

DLA DODAWANIA LOGICZNEGO. Druga nazwa wynika z pewnej analogii miedzy
tym prawem a podanym wyzej prawem symplifikacji dla mnozenia logicznego.
Analogie te widaé¢ w bardziej zaawansowanych rozwazaniach (por.np. Cwiczenia
dodatkowe w rozdziale VI), tu jednak nazwa ta wydaje siec wprowadzaé w blad:
jesli bowiem przyjmujemy, ze p i konkludujemy, ze ¢ lub p, to wyglada, jakby$my
komplikowali sprawy zamiast je upraszczac.

®Metode te wprowadzil PEIRCE (cytowany wczesniej; por.ods. 2 str. 14).
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wszystkie zdania z dziedziny rachunku zdan. Poza zmiennymi zda-
niowymi przyktadami najprostszych funkcji zdaniowych sa:

~p, PANq pVqgG p—q pegq

(i inne podobne wyrazenia, rézniace sie od podanych wyzej jedynie
ksztaltem uzytych zmiennych). Przykladem nieco bardziej zlozonej
funkcji zdaniowej jest wyrazenie:

(pVa)— (pAr),
ktore czytamy jako:
jesli p lubq, to pir.

Jeszcze bardziej ztozonym wyrazeniem jest podane wczedniej prawo
sylogizmu hipotetycznego, ktore przyjmuje postac:

(p—= @) N(g—1)]— (p—r)

Mozemy sie tatwo przekonad, ze kazda zbudowana w taki sposéb
funkcja zdaniowa jest tzw.FUNKCJA PRAWDZIWOSCIOWA. Oznacza
to, ze prawdziwosé lub falszywosé zdania otrzymanego przez zasta-
pienie zmiennych calymi zdaniami zalezy wytacznie od prawdziwo-
éci lub falszywosci tych zdan.! Prawdziwosé lub falszywos$é najpro-
stszych funkcji zdaniowych, jak np.,~ p” i ,p A ¢”, wynika z uwag
zamieszczonych w §§7,8 oraz 10 odnosnie znaczenia, jakie w logice
nadaje sie stowom ,nie”, ,i” i tym podobnym. To samo odnosi sie
do dtuzszych funkcji ztozonych. Rozwazmy na przyklad wspomniang
wyzej funkcje ,(pV q) — (p Ar)”. Otrzymane przez podstawienie
zdanie jest implikacja, wobec czego jego prawdziwosé zalezy wytacz-
nie od prawdziwosci lub falszywosci poprzednika i nastepnika, przy
czym obie te mozliwosci — prawdziwosé i falszywo$é — nosza wspdlne
miano WARTOSCI LOGICZNEJ. Z kolei warto$¢ logiczna poprzednika,
bedacego alternatywa ,p V q”, zalezy jedynie od wartosci logicznej

tFunkcja prawdziwosciowa jest wiec analogiczna do tego, co nazywamy FUNK-
CJA LICZBOWA, to znaczy — do funkcji nazwowej, ktora reprezentuje nazwe liczby,
zalezaca wylacznie od staltych liczbowych, wstawionych w miejsce zmiennych. Ter-
min , funkcja prawdziwosciowa” nie wystepuje jednak w powszechnym uzyciu i w
praktyce o wzorach typu ,p — (p A q)” méwi sie ,zlozona funkcja zdaniowa”, lub
ywyrazenie rachunku zdaniowego” .
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zdan zastapionych przez ,p” i ,,q”. Podobnie, warto$¢ logiczna na-
stepnika zalezy tylko od wartoéci logicznej zdan zastapionych przez
P 1,17, Ostatecznie wiec, warto$¢ logiczna calego zdania otrzyma-
nego z rozwazanej tu funkcji zdaniowej zalezy wytacznie od wartosci
logicznej zdan zastapionych przez ,p”, ,q” oraz .1t

Rozwazymy teraz zdanie otrzymane przez podstawienie danej funk-
cji zdaniowej. W celu doktadnego zbadania, jak jego wartosé logiczna
zalezy od wartosci logicznej zdan, ktére zastapily zmienne, sporza-
dza sie¢ tzw. TABELKE PRAWDZIWOSCIOWA lub MATRYCE tej funkcji.
Pokazemy, jak sie to robi, zaczynajac od podania tabeli dla funkcji
Sl

A oto polaczona tabelka prawdziwosciowa dla innych elementarnych
funkcji zdaniowych, mianowicie dla ,p A ¢”, ,pV ¢” i tak dalej:

p qa|pAhg pVg p—q peg
1 1] 1 1 1 1
0 1| 0 1 1 0
1 0| 0 1 0 0
0 0| 0 0 1 1

Zmnaczenie tych tabelek staje sie jasne, gdy zauwazymy, iz symbole ,,1”
i ,0” oznaczaja, odpowiednio, zdanie prawdziwe i zdanie fatszywe.¥
Dla przyktadu odszukajmy w drugiej tabelce w drugim wierszu pod
nagtéwkami — ,p”, ,,¢" 1 ,p — ¢”— symbole ,,0”, ;17 . 1”. Interpre-
tujemy to w ten sposéb, ze zdanie otrzymane z implikacji ,p — ¢q”,
jest prawdziwe, gdy ,p” zastapimy dowolnym zdaniem falszywym,

HZastanéwmy sie dokladniej nad analogia z liczbami i funkcjami liczbowymi
(patrz: poprzedni odsytacz). W przypadku funkcji liczbowych zaczynamy od
zastapienia zmiennych stalymi liczbowymi, ale zamiast méwic¢ o statych liczbo-
wych, mozemy tez odwoltaé sie do liczb i uzywacé okreslenia ,wartosci liczbowe”.
Z wartosci tych otrzymujemy wartosci liczbowe kolejnych kombinacji, a na koncu
— wartos$¢ liczbows oryginalnej funkcji. Widzimy wigc, ze wartosci logiczne wy-
razenia ,(p V q) — (p A r)”okresla sie niemal tak samo, jak wartosci liczbowe na
przyktad wyrazenia ,z? + 2z + 3.

97 tego wzgledu metoda tabelek prawdziwosciowych jest tez nazywana metoda,
zero-jedynkowgq.
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»q" zas$ dowolnym zdaniem prawdziwym — co jest oczywiscie zgodne
z tym, co powiedzieliémy w §8. Wystepujace w tabelkach zmienne
»0 1 ,q° mozna, rzecz jasna, zastapi¢ dwiema dowolnymi réznymi
zmiennymi.

Postugujac sie powyzszymi tabelkami, zwanymi PODSTAWOWYMI
TABELKAMI PRAWDZIWOSCIOWYMI, mozemy dla dowolnej zlozonej
funkcji zdaniowej skonstruowaé POCHODNA TABELKE PRAWDZIWO-
SciowA. Na przyktad tabelka dla funkcji ,(pV q) — (pAr)” wyglada
nastepujaco:

(pVa) = (pAT)
1

=
s
<

OO OO OO >

O O R O Fr ORI
OO = = OO IR
O === O K

OO OO S
_ O OO == O

Aby wyttumaczyé konstrukcje tabelki skupmy sie, na przyktad, na
piatym wierszu (pod nagléwkiem). Pod ,p” i ,¢” podstawmy zda-
nia prawdziwe, a pod ,r” — falszywe. Zgodnie z druga podstawowa
tabelka, z ,pV ¢” otrzymujemy zdanie prawdziwe, z ,p Ar” — zda-
nie falszywe. Z calej wiec funkcji ,(pV q) — (p Ar)” otrzymujemy
implikacje z prawdziwym poprzednikiem i falszywym nastepnikiem;
odwolujac sie znowu do drugiej podstawowej tabelki (w ktérej ,,p”
i,q" traktujemy jako chwilowo zastapione przez ,pV¢" i ,pA71”)
stwierdzamy, ze implikacja ta jest zdaniem falszywym.

Poziome linie tabelki, zawierajace symbole ,,1”7 i ,,0”, nazywa-
my RZEDAMI, pionowe — KOLUMNAMI. Kazdy rzad, czy raczej cze$é
rzedu po lewej stronie pionowej kreski, reprezentuje dane podsta-
wienie zmiennych zdaniami prawdziwymi i falszywymi. Przy kon-
struowaniu matrycy dla danej funkcji musimy wyczerpaé¢ wszystkie
sposoby skorelowania kombinacji symboli ,,1” i ,,0” ze zmiennymi,
przy czym nie wpisujemy, rzecz jasna, do tabeli dwoch rzedéw, ktore
sg identyczne pod wzgledem liczby i kolejnosci symboli ,,17 i ,,0”.
Mozna tatwo dostrzec, ze liczba rzedéw w tabelce zalezy w prosty
spos6b od liczby poszczegdlnych zmiennych wystepujacych w danej
funkcji; innymi stowy, jesli funkcja zawiera 1, 2, 3, ...rdzne zmienne,
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to jej matryca sklada sie z 2! = 2, 22 = 4, 23 = 8, ...rzedé6w. Nato-
miast liczba kolumn réwna jest liczbie sktadowych funkcji zdaniowych
o réznej postaci, zawartych w danej funkcji (gdzie kazda zmienna i
cala funkcja sa tez zaliczane do jej funkeji sktadowych).

* ok %

Nauczywszy sie konstruowania tabelek prawdziwo$ciowych moze-
my przystapi¢ do sprawdzania, czy dane zdanie z rachunku zdanio-
wego jest prawdziwe. Jak wiemy, w rachunku zdaniowym miedzy
zdaniami a funkcjami zdaniowymi nie wystepuja zewnetrzne roéznice;
jedyna réznica wynika ze sposobu interpretacji wyrazen i przyjetej
reguly, ze wyrazenia uwazane za zdania zawsze dopeliamy w mysli
kwantyfikatorem ogdlnym. Zgodnie z tym, chcac okresli¢, czy dane
zdanie jest prawdziwe, traktujemy je chwilowo jako funkcje zdanio-
wa i konstruujemy dla niej tabelke prawdziwosciowa. Jesli w ostat-
niej kolumnie tabelki nie pojawia si¢ symbol ,,0”, to kazde zdanie
otrzymane z tej funkcji przez podstawienie bedzie prawdziwe, wobec
czego nasze pierwotne zdanie ogdlne (otrzymane z funkcji zdanio-
wej przez poprzedzenie jej w mysli kwantyfikatorem ogdlnym) jest
roéwniez prawdziwe. Jesli jednak ostatnia kolumna tabelki zawiera
choéby jeden symbol ,,0”, nasze zdanie jest falszywe.

WidzieliSmy np., ze w matrycy dla funkcji ,(p vV q) — (p A71)”
symbol ,,0” w ostatniej kolumnie pojawia sie czterokrotnie. Gdyby-
Smy zatem uwazali wyrazenie to za zdanie (innymi stowy, gdyby$my
poprzedzili je stowami ,,dla kazZdego p, q i r”), byloby ono falszywe. Z
drugiej strony, mozna tatwo sprawdzi¢ za pomoca tabelek prawdziwo-
$ciowych, ze wszystkie prawa rachunku zdaniowego podane w §12, a
wiec prawa symplifikacji, tozsamosci itd., sg zdaniami prawdziwymi.
I tak, tabelka dla prawa symplifikacji:

(pAa)—p,
jest nastepujaca:
p a|lprhg (prhg)—p
1 1 1 1
0 1 0 1
10 0 1
0 0 0 1
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Podamy tutaj kilka innych waznych praw rachunku zdaniowego,
ktorych prawdziwos$é mozemy potwierdzi¢ postepujac analogicznie:

~ (pA~p), pV ~p,

(pAp) < p, (pVp) < p,

(pNaq) < (gADp), (pVaq) < (qVp),
[pA(gAT)] < [(pAg) AT, [pV(gVvr))e[pVvgVr]

Dwa prawa w pierwszej linijce nazywamy PRAWEM SPRZECZNOSCI i
PRAWEM WYLACZONEGO SRODKA; nastepnie mamy dwa PRAWA TAU-
TOLOGII (dla mnozenia logicznego i dodawania logicznego); potem —
dwa PRAWA PRZEMIENNOSCI, a na koncu — dwa PRAWA LACZNO-
$c1. Latwo sie przekonaé, jak niejasny bylby sens dwdéch ostatnich
praw, gdybyémy sprébowali wyrazié je zwyktym jezykiem. Ilustruje
to dobrze wartos¢ symboliki logicznej jako precyzyjnego narzedzia do
wyrazania bardziej skomplikowanych mysli.
* % %

*Okazuje sie, ze metoda matryc mozemy ustanowié¢ prawami pew-
ne zdania, ktorych prawdziwosé nie wydaje sie oczywista przed spraw-
dzeniem ich tg metoda. Oto kilka przykladéw takich zdant:

p— (g —Dp),
~p—(p—q),
(p—a)V(g—p)

To, ze prawa te nie wydaja sie natychmiast oczywiste, wynika gtéwnie
z faktu, ze zalezg one od charakterystycznej dla nowoczesnej logiki
osobliwoéci implikacji, innymi stowy — od uzycia implikacji w znacze-
niu materialnym.

Zdania te brzmig szczegdlnie paradoksalnie, gdy sformulujemy
je stowami jezyka powszechnego, implikacje zas wyrazimy uzywajac
zZwrotow ,,pocigga za sobq, ze” lub jwynika, Ze”; na przyklad w na-
stepujacy sposob:

jesli p jest prawdziwe, to p wynika z kazdego ¢ (innymi
stowy: zdanie prawdziwe wynika z kazdego zdania);

Drugie z nich moze stuzyé za ilustracje konwencji przyjetej dla symbolu ,~”
(a nieco inaczej przedstawionej na poczatku tego paragrafu). Mianowicie, symbol
ten neguje najkrotsze wyrazenie nastepujace bezposérednio po nim, ktére tworzy
funkcje zdaniowg. Drugie zdanie zatem znaczy: ,(~ p) — (p — ¢)”, nie za$:
~[p— =gl



Stosowanie praw rachunku zdan w dowodach matematycznych 45

jesli p jest falszywe, to p pocigga za sobg kazde q (innymi
stowy: zdanie falszywe pocigga za sobg kazde zdanie);

dla kazdego p i q, p pocigga za sobq q, lub q pocigga za sobg
p (innymi stowy: przynajmniej jedno z dowolnych dwdch
zdan pocigga za sobg drugie).

Tak sformutowane prawa wywotuja nieporozumienia i zbedne dysku-
sje. Mamy tu zatem dodatkowe poparcie dla uwag, ktére zrobiliémy
przy koncu §9.*

§14 Stosowanie praw rachunku zdan w dowodach
matematycznych

We wszystkich niemal rozumowaniach matematycznych opieramy sie
— bezpoérednio lub posrednio — na prawach rachunku zdan. Spréobu-
jemy wyjasnié¢ to na przyktadzie.

Majac zdanie w formie implikacji, mozna utworzy¢ dwa inne poza
odwrotnoscia (o ktérej mowa w §10): ZDANIE PRZECIWNE [w innym
sensie tego stowa niz przyjety w logice tradycyjnej] oraz ZDANIE PRZE-
CIWSTAWNE. Zdanie przeciwne otrzymujemy zastepujac poprzednik i
nastepnik ich przeczeniami. Zdanie przeciwstawne jest wynikiem za-
miany miejscami poprzednika z nastepnikiem w zdaniu przeciwnym;
zdanie przeciwstawne jest zatem odwrotnoscig zdania przeciwnego i
zarazem zdaniem przeciwnym dla zdania odwrotnego. Zdania: od-
wrotne, przeciwne i przeciwstawne, razem ze zdaniem wyjSciowym
nazywamy ZDANIAMI SPRZEZONYMI. — Jako ilustracje weZmy naste-
pujace zdanie warunkowe:

(I)  jesli x jest liczbg dodatniq, to 2x jest liczbg dodatnig
i sformutujmy jego trzy zdania sprzezone:

jesli 2x jest liczbg dodatniq, to x jest liczbg dodatniq;
jesli x nie jest liczbg dodatniq, to 2x nie jest liczbg dodatnig;
jesli 2x nie jest liczbg dodatnig, to x nie jest liczbg dodatnig.

W podanym tu przyktadzie wszystkie zdania sprzezone otrzymane ze
zdania prawdziwego okazaly sie takze prawdziwe. Nie jest to jednak
ogolna zasada, falszywe bowiem moze byé nie tylko zdanie odwrotne
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(jak wspomniano juz w §10), ale réwniez zdanie przeciwne, mimo
prawdziwoéci zdania wyjsciowego. Aby sie o tym przekonaé, wystar-
czy w powyzszych zdaniach ,,22” zamienié na ,x2”.

Ptynie z tego wniosek, ze z prawdziwosci implikacji nie mozna sg-
dzi¢ o prawdziwosci zdania odwrotnego czy przeciwnego. Zupelnie
inaczej jest w przypadku czwartego zdania sprzezonego — za kazdym
razem, gdy implikacja jest prawdziwa, prawdziwe jest tez zdanie prze-
ciwstawne. Fakt ten mozna potwierdzi¢ licznymi przykladami; znaj-
duje on swbj wyraz w ogdlnym prawie rachunku zdaniowego, miano-
wicie w tzw. PRAWIE KONTRAPOZYCJI lub PRAWIE TRANSPOZYCJI.

Aby sformutowaé¢ powyzsze prawo, zauwazmy, ze dowolnej impli-
kacji mozemy nadaé¢ schematyczna postaé:

jesli p, to q;

wtedy zdania: odwrotne, przeciwne i przeciwstawne przyjma postaé
analogiczna;:

jesli q, to p;  jesl nie p, to nie q; jesh nie q, to nie p.
Prawo kontrapozycji, zgodnie z ktérym kazde zdanie warunkowe po-
ciaga za soba odpowiednie zdanie przeciwstawne, da sie teraz sfor-
mutowaé nastepujaco:

jesli: jesli p, to q, to: jesli nie q, to nie p.
Wobec nagromadzenia stow ,jesli”, lepiej powyzsze zdanie nieco zmo-
dyfikowac:

(IT) =z tego, Ze: jesli p, to q, wynika, zZe: jesli nie q, to nie p.

X k%

Gdy wypowiedz ma postaé¢ implikacji — jak np. stwierdzenie (I) —
mozemy w oparciu o podane przed chwilg prawo wyprowadzié¢ z niej
zdanie przeciwstawne.

W tym celu zauwazmy, ze stwierdzenie (II) pozostaje prawdziwe,
jesli za ,p” i1 ,¢” podstawimy dowolne zdania lub funkcje zdaniowe,
ktorymi niech tu beda nastepujace wyrazenia:

x jest liczbg dodatniq

oraz



Reguly dowodzenia; dowody zupelne 47

2x jest liczbg dodatnig.

Zamieniwszy ze wzgledéw stylistycznych miejsce wyrazu ,nie” otrzy-
mamy:

z tego, ze: je$li x jest liczbg dodatnig, to 2x
jest liczbg dodatniq, wynika, Ze: jesl 2x nie
jest liczbg dodatniq, to x nie jest liczbg dodat-
niq.

(I11)

Poréwnajmy teraz (I) z (III): (III) ma postaé¢ implikacji, w ktorej
zatozeniem jest (I). Skoro uznali$émy za prawdziwg zaréwno implika-
cje, jak jej zalozenie, to musimy uznaé za prawdziwa i teze; teza jest
wiadnie zdanie przeciwstawne, o ktére nam chodzito:

(V) jesli 2z nie jest liczbg dodatniq, to x nie jest
liczbg catkowitq.

Tak wiec w oparciu o znajomosé¢ prawa kontrapozycji mozemy
uznaé za prawdziwe zdanie przeciwstawne, o ile oczywiscie przepro-
wadziliSmy wczesniej dowdd zdania wyjsciowego. Ponadto mozna ta-
two sprawdzié, ze zdanie przeciwne jest zdaniem przeciwstawnym dla
odwrotnosci zdania wyj$ciowego (to znaczy, zdanie przeciwne daje sie
otrzymac ze zdania odwrotnego przez zastapienie poprzednika i na-
stepnika ich przeczeniami oraz zamiang ich miejscami); jesli zatem
udowodniliSmy odwrotnos$¢ danego zdania, to mozemy uwazaé réw-
niez zdanie przeciwne za prawdziwe. Skoro wiec udato nam sie udo-
wodni¢ dwa zdania — wyj$ciowe i odwrotne — odpada potrzeba prze-
prowadzenia odrebnego dowodu dla pozostalych dwdoch zdan sprze-
zonych.

Warto zaznaczyé, ze znamy kilka odmian prawa kontrapozycji;
jedna z nich jest zdanie odwrotne wzgledem (II):

Z tego, zZe: jesli mie q, to mie p, wynika, ze: jesli p, to q.

Prawo to pozwala ze zdania przeciwstawnego wyprowadzi¢ zdanie
wyjéciowe, a ze zdania przeciwnego — zdanie odwrotne.
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815 Reguly dowodzenia; dowody zupelne

Przyjrzyjmy sie blizej mechanizmowi dowodu, za pomoca ktérego
udowodnilismy prawo (IV) w poprzednim paragrafie; doprowadzi to
nas do nastepnego tematu. Poza regutami definiowania, o ktérych
juz méwiliémy, mamy inne reguly nieco podobnej natury, mianowicie
REGUEY DOWODZENIA, lub REGULY DOWODU. Reguly te, ktérych
nie nalezy mieszaé z prawami logiki, pouczaja nas, jak powinniSmy
przeksztatcaé¢ zdania, uznane juz za prawdziwe, by otrzymaé nowe
zdania prawdziwe. Dwie takie reguly — REGULE PODSTAWIANIA i
REGULE ODRYWANIA (znang takze jako REGULE MODUS PONENS) —
zastosowaliSmy w przeprowadzonym wyzej dowodzie.

* % %

Reguta podstawiania powiada, co nastepuje. Jesli prawo o charak-
terze ogblnym, uznane juz za prawdziwe, zawiera zmienne zdaniowe i
jesli te zmienne zastapimy badz innymi zmiennymi zdaniowymi badz
funkcjami zdaniowymi badz wreszcie zdaniami — podstawiajac zawsze
jednakowe wyrazenia w miejsce tej samej zmiennej — to uzyskane w
ten sposéb zdanie wolno uznaé za prawdziwe. Przez zastosowanie tej
wlasnie reguly otrzymaliémy prawo (III) z prawa (II). Trzeba pod-
kredli¢, ze regule podstawiania mozna stosowaé¢ rowniez do zmien-
nych innych rodzajéw, np. do zmiennych ,z ”, ,y”, ...oznaczajacych
liczby: na miejsce tych zmiennych wolno podstawia¢ dowolne sym-
bole i wyrazenia, bedace nazwami liczb.

EOE

*Podane tu sformulowanie reguly podstawiania nie jest zupelnie
precyzyjne. Regula ta dotyczy takich praw, ktore sktadaja sie z kwan-
tyfikatora ogdlnego i nastepujacej po nim funkcji zdaniowej, zawiera-
jacej zmienne zwigzane przez ten kwantyfikator. Chcac zastosowaé
regute podstawiania, opuszczamy kwantyfikator, a na miejsce zmien-
nych uprzednio przezen zwiazanych podstawiamy inne zmienne lub

TReguta podstawiania przypomina zamiany, o ktérych méwilismy w rozdziale
I. Tam jednak chodzilo nam gléwnie o przeksztalcenia funkcji zdaniowych w zda-
nia, nie za$ o reguly dowodzenia. — Zwracamy tu uwage, ze tradycyjnie sto-
suje sie stowo , podstawienie” w odniesieniu do zasady podanej w tekécie. Stowa
szastepowanie” uzywa sie powszechnie w formulowaniu innych zasad (por.§§17 i
45). Jedno i drugie stowo moze byé wszakze uzyte w nieformalnej dyskusji jak ta
w rozdziale 1.
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odpowiednie wyrazenia zlozone (np.na miejsce zmiennych ,p”, ,.q”,
»7, ..., — zmienne zdaniowe lub zdania, zas wyrazenia oznaczaja-
ce liczby na miejsce zmiennych ,a”, |y”, 2", ...). Jesli w funkcji
zdaniowej wystepuja inne zmienne zwigzane, pozostawiamy je bez
zmiany i dbamy tez o to, by wyrazenia, ktére podstawiamy, ich nie
zawieraly. Wreszcie, otrzymane w ten sposéb wyrazenie poprzedzamy
w razie potrzeby kwantyfikatorem ogdlnym tak, by utworzy¢ z niego
zdanie. Zilustrujmy te rozwazania stosujac regule podstawiania do

zdania:
dla dowolnej liczby x istnieje taka liczba y, ze x +y =5,
z ktérego mozemy otrzymac nastepujace zdanie:
istnieje taka liczba y, 2e 3 +y =25,
a takze zdanie:
dla dowolnej liczby z istnieje taka liczba y, ze 2% +y = 5.

W tych dwéch przyktadach dokonaliémy podstawienia pod ,x”, zas
Yy~ pozostawiliémy bez zmiany. Nie wolno nam jednak podstawié za
»x” zadnego wyrazenia zawierajacego ,y”, bowiem mimo prawdzi-
woéci zdania wyjéciowego moglibysmy dojs¢ w ten sposéb do zdania

falszywego. Na przyklad podstawiajac ,,3 —y” moglibyémy otrzymac:
istnieje taka liczba y, ze (3 —y)+y=>5.%*

% ok k

Reguta odrywania orzeka, ze z chwilg, gdy uznalidmy za praw-
dziwe dwa zdania, z ktérych jedno ma postaé¢ implikacji, a drugie
jest poprzednikiem tej implikacji, to wolno nam uznaé za prawdziwy
réwniez nastepnik tej implikacji.tf (Jak gdyby ,odrywamy” poprzed-
nik od calej implikacji.) Regula ta, na przyklad, pozwala wyprowa-
dzi¢ prawo (IV) z (III) i (I).

t Chcieliby$my sparafrazowaé niektére z powyzszych uwag. Gdy mamy do czy-
nienia z teoria naukowa, to prawdziwe zdania w niej wystepujace sg po prostu jej
prawami (por. §1). Mozna by zatem powiedzieé, ze reguta dowodzenia dostarcza
metody przeksztalcania danych praw w nowe. — Rzecz jasna, reguty takiej samej
w sobie nie mozemy uwazaé za prawo, nalezace czy to do logiki, czy do konkretnej
teorii. Por.odpowiednia uwaga w akapicie wstepnym do tego paragrafu.
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EOE

Widac¢ stad, ze w przeprowadzonym powyzej dowodzie prawa (IV)
kazdy krok polegal na zastosowaniu zasady dowodzenia do zdan u-
przednio juz przyjetych (badz uznanych) za prawdziwe. Dowdd taki
nazywa sie ZUPEENYM. Nieco dokladniej mozna by go scharakteryzo-
wac nastepujaco: dowdd zupelny polega na budowaniu taricucha zdan
takich, Ze pierwszymi jego ogniwami sq zdania wczesSniej juz uznane
za prawdziwe; kazde kolejne ogniwo daje sie uzyskac z poprzednich
przez zastosowanie requly dowodzenia; ostatnie ogniwo jest zdaniem,
ktore dowodzimy.

Warto zwrdci¢ uwage, jak niezmiernie elementarng postaé¢ — z psy-
chologicznego punktu widzenia — przybieraja wszystkie dowody zu-
petne dzieki znajomosci praw logiki i regut dowodzenia; skomplikowa-
ne procesy myslowe daja sie sprowadzi¢ do takich prostych czynnodci,
jak uwazne przygladanie si¢ prawom, uprzednio juz uznanym za praw-
dziwe, dostrzeganie strukturalnych (czysto zewnetrznych) zwiazkéw
miedzy nimi i wykonywanie mechanicznych przeksztatcen przepisa-
nych przez reguly dowodzenia. Rzecz jasna, ze przy takim sposobie
postepowania mozliwo$¢ popelnienia bledu w dowodzie zostaje prak-
tycznie Wyeliminowaunau.i

Cwiczenia

1. Poda¢ przykitady wyrazen o charakterze specyficznie matematycz-
nym z zakresu arytmetyki i geometrii.

2. W nastepujacych dwéch prawach wyrdzni¢ wyrazenia specyficznie
matematyczne i wyrazenia z zakresu logiki (do tych drugich zaliczy¢
symbol ,=" oraz slowo ,jednakowo”):

tOstatnie dwa paragrafy sa moze zbyt krétkie, by wytworzyé¢ u czytelnika
pelne przekonanie, ze rachunek zdaniowy jest podstawowym narzedziem wnio-
skowania dedukcyjnego. Przekonanie to dozna jednak potwierdzenia w dalszym
ciagu ksigzki, gdzie czytelnik znajdzie réznorodne zastosowania rachunku zdan
do rozumowan matematycznych. Z drugiej strony, analize spéjnikow zdaniowych
oraz sprawdzanie praw metoda tabelek prawdziwosciowych (tematy, ktérym ten
rozdzial zostal w duzej mierze poswiecony) trzeba traktowaé jako przygotowanie
do wskazanego zadania, nie za$ jako cele same w sobie.
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(a) dla dowolnych liczb x iy, jesli x >0 1 y <0, to istnieje taka
liczba z, ze z2<0 i x=y-z;

(b) dla dowolnych punktéw A i B istnieje punkt C, ktory lezy mie-
dzy A i B i jest jednakowo odlegly od A i B.

3. Utworzy¢ koniunkcje negacji nastepujacych funkeji zdaniowych:
r<3 i x>3.
Jaka liczba spelnia te koniunkcje?

4. Okresli¢, w ktérym z dwu opisanych znaczen wyraz ,,lub” wyste-
puje w nastepujacych zdaniach:

(a) mial dwie drogi do wyboru: zdradzié¢ ojczyzne lub umrzed;

(b) gdy zarobie duzo pieniedzy lub wygram na loterii, wyjade w
dtugq podroz.

Podaé inne przyktady uzycia stowa ,,lub” w obu znaczeniach.
*5. Rozwazy¢ nastepujace zdania warunkowe:
(a) jesli dzis jest poniedzialek, to jutro jest wtorek;
(b) jesli dzis jest poniedzialek, to jutro jest sobota;

)
)
(c) jesli dzis jest poniedzialek, to 25 grudnia jest Boze Narodzenie;
(d) jesli zZyczenia bylyby korimi, to Zebracy jeZdziliby wierzchem;

)

(e) jesli liczba jest podzielna przez 2 i przez 6, to jest ona podzielna
przez 12;

(f) jesli 18 jest podzielne przez 3 i przez 4, to 18 jest podzielne przez
6.

Ktore z powyzszych implikacji s prawdziwe, a ktére falszywe z punk-
tu widzenia logiki matematycznej? W ktorych z tych przypadkéw
pytanie o sensownosé, prawdziwosé, czy fatszywosé budzi watpliwosci
z punktu widzenia zwyklego jezyka? Zwrdcié¢ szczegdlna uwage na
zdanie (b) i zbadaé, jak jego prawdziwos¢ zalezy od dnia tygodnia, w
ktorym zdanie to byto wypowiadane.

6. Sformulowaé nastepujace twierdzenia w postaci zwyklych zdan
warunkowych:
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(a) na to, by trojkat byl réwnoboczny, wystarcza, by wszystkie kqty
przystawaly do siebie;

(b) warunek, zZe x jest podzielne przez 3, jest konieczny, by = bylo
podzielne przez 6.

Poda¢ inne réwnoznaczne sformulowania obu powyzszych zdan.

7. Czy warunek:
z-y>4

jest wystarczajacy, czy konieczny, by:

x>2 1 y>27

8. Poda¢ inne réwnoznaczne sformutowania nastepujacych zdan:

(a) x jest podzielne przez 10 wtedy i tylko wtedy, gdy x jest podzielne
zarowno przez 2, jak przez 5;

(b) na to, by czworokqt byl réwnoleglobokiem potrzeba i wystarcza,
by punkt przeciecia jego przekgtnych byl réwnoczesnie srodkiem
tych przekgtnych.

Podaé inne przyklady twierdzen z zakresu arytmetyki i geometrii,
ktére posiadaja postaé réwnowaznosci.

9. Ktére z nastepujacych zdan sa prawdziwe?

(a) trdjkat jest réwnoramienny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
wysokosci trojkgta przystajqg do siebie;

(b) warunek, ze x # 0 jest konieczny i wystarczajgcy na to, by >
bylo liczbg dodatniq;

(c) z tego, Ze czworokqt jest kwadratem wynika, Ze wszystkie katy
czworokgta sg proste i odwrotnie;

(d) na to, by x bylo podzielne przez 8 potrzeba i wystarcza, by x
bylo podzielne przez 4 i przez 2.

10. Zalozywszy, ze terminy ,liczba naturalna’t i iloczyn” (badz
wiloraz”) sa nam juz znane, zbudowaé definicje terminu ,,podzielny”,
nadajac jej forme rownowaznosci:

TPrzypominamy, ze liczba naturalna to dodatnia liczba catkowita lub zero, czyli
jedna z nastepujacych liczb: 0, 1, 2, etc.
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mowimy, Ze x jest podzielne przez y wtedy 1 tylko wtedy, gdy . ..

W analogicznej postaci sformutowaé definicje terminu ,,prosta réw-
nolegla”; jakie terminy (z dziedziny geometrii) nalezy w tym celu
przyjac za znane?

11. Nastepujace wyrazenia symboliczne przettumaczyé¢ na zwyktly
jezyk:

Zwrécic szczegbdlng uwage na trudnosci w odréznieniu od siebie trzech
ostatnich wyrazen, gdy sie je sformutuje w zwyklym jezyku.

12. Sformulowaé nastepujace wyrazenia za pomocg symboli logicz-
nych:

(a) jesli nie p lub nie q, to nie zachodzi, Ze p lub q;

(b) jesli p pocigga za sobq, Ze q pocigga za soba r, to p i q razem

pociggajq za sobg r;

(c) jesli r wynika z p i r wynika z q, to r wynika z p lub q.
13. Zbudowadé tabelki prawdziwos$ciowe dla wszystkich funkcji zda-
niowych podanych w éwiczeniach 11 1 12. Przyjaé, ze funkcje te

interpretujemy jako zdania (co to znaczy?) i okregli¢, ktére ze zdan
otrzymanych w ten sposéb sa prawdziwe, a ktére falszywe.

14. Metoda tabelek prawdziwosciowych potwierdzi¢ prawdziwo$¢ na-
stepujacych zdan:

(a) ~~p e p,

(b) ~(pAgq) < (~pV~aq),
~(pVaq) < (~pA~q)

I

[(pAg)V(pAT),
(pV @) A(pVr).

(©) [pA(gVr)
[pV(gAr)

<
<
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Zdanie (a) jest PRAWEM PODWOJNEGO PRZECZENIA, zdania (b) na-
zywamy PRAWAMI DE MORGANA,® zaé zdania (c) sa PRAWAMI ROZ-
DZIELNOSCI (mnozenia logicznego wzgledem dodawania i dodawania
logicznego wzgledem mnozenia).

15. Dla kazdego z nastepujacych zdan utworzyé zdania sprzezone
(zdanie odwrotne, przeciwne i przeciwstawne):

(a) zaloZenie, Ze x jest liczbg dodatnig pocigga za soba, Ze —x jest
liczbg ujemnq;

(b) jesli czworokqt jest prostokatem, to mozna opisaé na nim okrgg.

Ktore ze zdan sprzezonych sa prawdziwe?
Dlaczego nie da sie poda¢ przyktadu czterech zdan sprzezonych, z
ktorych wszystkie byltyby falszywe?

16. Wyttlumaczy¢ nastepujacy fakt w oparciu o tabelke prawdziwo-
$ciowg dla funkcji ,p <« ¢”: jesli w jakimkolwiek zdaniu niektére
z jego czedci bedace tez zdaniami zostang zastgpione przez zdania
réwnowazne, to cale nowe zdanie, otrzymane w ten sposob, jest réw-
nowazne zdaniu wyjsciowemu (zauwazmy, ze wniosek ten obejmuje
réwniez funkcje zdaniowe). Pewne z naszych stwierdzen i uwag w
§ 11 zasadzaly sie na tym fakcie; wskazac¢ ktore.

17. Rozwazy¢ nastepujace dwa zdania:
(a) z tego, ze: jesli p, to q, wynika, ze: jesli q, to p;
(b) z tego, Ze: jesli p, to q, wynika, Ze: jesli nie p, to nie q.

Przypusémy, ze zdania te sa prawami logiki; czy byloby mozliwe za-
stosowaé¢ je do dowodéw matematycznych, jak w przypadku prawa
kontrapozycji w § 147 Ktére ze zdan sprzezonych mozna by wypro-
wadzi¢ z danej dowiedzionej implikacji? Czy mozemy zatem podtrzy-
maé nasze przypuszczenie, ze zdania (a) i (b) sa prawdziwe?

18. Potwierdzi¢ wniosek wyciagniety w ¢wiczeniu 17, stosujac me-
tode tabelek prawdziwosciowych do zdan (a) i (b).

19. Rozwazy¢ nastepujace dwa stwierdzenia:

SPrawa te zostaly podane przez A. DE MORGANA (1806-1878), wybitnego
logika angielskiego.
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z zatozenia, Ze wczoraj byl poniedzialek, wynika, Ze dzis jest wtorek;
z zatoZenia, Ze dzi$ jest wtorek, wynika, Ze jutro bedzie $roda.

Jakie zdanie mozna wyprowadzi¢ z powyzszych zdan zgodnie z pra-
wem sylogizmu warunkowego (por. §12)?

*20. Przeprowadzi¢ dowdd zupelny zdania otrzymanego w poprzed-
nim ¢wiczeniu; uzy¢ podanych tam stwierdzen i prawa sylogizmu
hipotetycznego (lub, warunkowego), stosujac przy tym — obok re-
gul podstawiania i odrywania — nastepujaca regute dowodzenia: jesli
uznajemy za prawdziwe jakiekolwiek dwa zdania, to wolno réwniez
uznaé za prawdziwa koniunkcje tych zdan.
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111

O teorii identycznosci

8§16 Pojecia logiczne spoza rachunku zdan;
pojecie identycznosci

Rachunek zdan, ktéremu poéwieciliémy poprzedni rozdzial, jest tylko
jednym dzialem logiki, ale niewatpliwie najbardziej podstawowym,
gdyz jego terminy i prawa wykorzystujemy przy definiowaniu in-
nych terminéw oraz przy formutowaniu i dowodzeniu praw logicznych
spoza rachunku zdan. Z drugiej strony, sam rachunek zdan nie sta-
nowi dostatecznej podstawy dla ugruntowania innych nauk, zwlasz-
cza matematyki. W definicjach, twierdzeniach i dowodach matema-
tycznych stale napotykamy rozmaite pojecia z réznych galezi logiki.
Niektére z nich oméwimy w tym i nastepnych rozdziatach.

% k%

Najwazniejszym bodaj pojeciem logicznym spoza rachunku zdan
jest pojecie IDENTYCZNOSCI lub ROWNOSCI. Wystepuje ono w zwro-
tach typu:

x jest identyczne z v,
x jest tym samym co vy,
T réowna sie y.

Wszystkim tym zwrotom przypisujemy to samo znaczenie, ktore
zwiezle oddajemy wyrazeniem symbolicznym:

x=y.

Podobnie, zamiast pisac:
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x nie jest identyczne z y
lub
x jest rozine od y

postugujemy sie wzorem:
x #y.
Prawa ogdélne, rzadzace powyzszymi wyrazeniami, stanowia dziat
logiki, ktéry bedziemy nazywaé TEORIA IDENTYCZNOSCI.

817 Podstawowe prawa teorii identycznos$ci

Wiérédd praw logicznych zwiazanych z pojeciem identycznosci najbar-
dziej fundamentalne jest nastepujace zdanie:

L.x=y wtedy i tylko wtedy, gdy x posiada kazdg wlasnosé, ktorg
posiada y, zas y posiada kazdg wilasnosé, ktorg posiada x.
Mozemy tez powiedzie¢ prosciej, ze

r =1y wtedy i tylko wtedy, gdy x iy posiadajqg wspdélnie kazidg
wlasnosc.

Znane sg tez inne, moze bardziej przejrzyste, lecz mniej poprawne
sformutowania tego prawa. Na przyklad!:

x =1y wtedy i tylko wtedy, gdy wszystko, co da sie powiedzieé o
jednym z przedmiotow x lub y, da ste tez powiedzieé o drugim.

Prawo oznaczone wyzej numerem I zostalo po raz pierwszy sfor-
mutowane przez LEIBNIZA! (jakkolwiek w nieco inny sposéb), totez
mozemy by¢ nazywane PRAWEM LEIBNIZA. Ma to prawo postaé réw-
nowaznosci, ktéra umozliwia nam zastapienie wzoru:

r =Y,

W obecnej ksiazce stowo ,przedmiot” moze odnosi¢ sie nie tylko do kon-
kretnych, fizycznych, przedmiotéw, lecz réwniez do obiektéw abstrakcyjnych, jak
liczby i punkty. W matematyce takie i bardziej zlozone obiekty abstrakcyjne
wystepuja, oczywiscie, na kazdym kroku.

Czytelnik pewnie zauwazyt, ze w poprzednim rozdziale wtasnosci przedmiotéw
odgrywaty drugorzedng role. Od tej chwili jednak przedmioty i ich wtasnosci beda
sie znajdowaé w centrum naszych rozwazan.

'Por. ods. 1, str. 20.
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bedacego lewa strong podanej wyzej rownowaznosci, przez jej prawa
strone, czyli wyrazenie, ktére juz nie zawiera owego symbolu iden-
tycznosci. Z tego punktu widzenia powyzsze prawo mozna uwazac za

definicje symbolu ,,="; tak zreszta traktowal je LEIBNIZ. (Oczywi-
Scie, stosowanie prawa LEIBNIZA jako definicji symbolu ,,=" miatoby
sens tylko wtedy, gdyby znaczenie znaku ,,=" bylo dla nas mniej

zrozumiale, niz znaczenie wyrazen, stojacych po prawej stronie réw-
nowaznosci, jak np.: ,x posiada kazdg wlasnosé, ktérg posiada y”;
por.§11.)

Z prawa LEIBNIZA wynika reguta o duzym znaczeniu praktycznym,
mianowicie REGULA ZASTEPOWANIA ROWNYCH. Ot6z jesli w pewnym
kontekécie przyjmiemy lub udowodnimy wzér o postaci réwnosci, np.:

2
=Y,

to wéwcezas w kazdym wzorze lub zdaniu wystepujacym w tymze kon-
tekscie mozemy zastapi¢ lewa strone rownania przez prawa strone, w
tym przypadku ,x” przez , 2”7, i odwrotnie. Rozumie sie przy tym,
ze jesli ,x” wystepuje we wzorze w kilku miejscach, to w jednych
miejscach wolno nam pozostawi¢ go bez zmiany, w innych za$ — za-
stapi¢ przez ,y?”. Na tym wlaénie polega zasadnicza réznica miedzy
rozwazang reguly a reguta podstawiania, o ktérej byla mowa w § 15,
a ktora nie pozwala na takie czedciowe zastepowanie jednego symbolu
przez drugi.tt

X ok X

Z prawa LEIBNIZA mozna wyprowadzi¢ szereg innych praw, ktére
naleza do teorii identycznosci i ktore czesto stosuje sie w réznych
rozumowaniach, szczegélnie zas w dowodach matematycznych. Poda-
my tu najwazniejsze z tych praw, szkicujac jednoczesnie ich dowody.
Zobaczymy na konkretnych przyktadach, ze rozumowanie logiczne nie
rézni sie niczym istotnym od rozumowania matematycznego.

t Czytelnik niewatpliwie pamieta ze swych pierwszych lekcji rozwiazywania
réwnan regute zastepowania réwnych i ja docenia. Istnieja jednak powody, by
przy rozwazaniu dowodéw zupelnych nie wiaczaé jej do podstawowych regut do-
wodzenia (por.§15). — Zauwazmy, ze w poprzednich wydaniach Wprowadzenia
do logiki regute te wprowadzano w sposéb nieformalny, bez specjalnego podkre-
$lenia, i rzadko przytaczano ja w dalszych rozwazaniach. Powolywano si¢ niemal
wylacznie na prawo LEIBNIZA. W niniejszym wydaniu prawo to cytujemy jak w
wydaniach poprzednich, ale przy kilku okazjach odwolujemy sie rowniez do reguly
zastepowania.
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II. Kazdy przedmiot jest rowny samemu sobie: x = x.

Dowéd.} Korzystajac z reguly podstawiania, podstawmy w prawie
LEIBNIZA &7 zamiast ,y”. Otrzymamy:

x=a wtedy i tylko wtedy, gdy x posiada kazdg wlasnosé, ktorg
posiada x oraz x posiada kaidg wlasnosé, ktorg posiada x.

Oczywidcie mozemy uproéci¢ to zdanie, opuszczajac jego ostatniag
czedé: ,oraz x posiada ...” (na mocy jednego z praw tautologii
podanych w §13). Zdanie to przyjmie wéwczas nastepujaca postaé:

x=x wtedy i tylko wtedy, gdy x posiada kazdg wlasnosc, ktorg
posiada x.

Rzecz jasna, prawa strona tej réwnowaznosci jest zawsze spelniona
(bowiem zgodnie z prawem identycznosci podanym w § 12, jesli z po-
siada pewna wlasnosé, to réwniez = posiada te wlasnosé). Musi by¢
wiec spelniona i lewa strona rownowaznosci; innymi stowy, zawsze
mamy:

T =z,

co byto do dowiedzenia.
III. Jesli z=vy, to y=u=.
Dowod. Podstawmy w prawie LEIBNIZA ,x” zamiast ,y”, ,,y” za$

zamiast ,z”. Otrzymamy:

y=x wtedy i tylko wtedy, gdy y posiada kazdg wlasno$é, ktorg
posiada x oraz x posiada kazdg wlasnosé, ktorg posiada y.

Poréwnajmy to zdanie z oryginalnym sformutowaniem prawa LEIB-
NIZA. Mamy tu dwie rownowaznosci takie, ze ich prawe strony sa ko-
niunkcjami réznigcymi sie jedynie kolejnoscig cztonéw. Prawe strony
sa rownowazne (por. prawo przemiennosci dla mnozenia logicznego w
§13), a zatem lewe strony, czyli wzory:

r=y i y==x

¥Ponownie przywotujemy pojecie dowodu zupelnego. (Por. poprzedni odnoénik
i §15.) Czesto jednak dowody z zakresu logiki i matematyki przedstawia sie bez
$cistego trzymania sie regul, ktore tam opisano; przykladem — przeprowadzony
wyzej dowdd. Dowody takie nazywamy czasami NIEFORMALNYMI.
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muszg by¢ takze réwnowazne. A fortiori wolno nam stwierdzié, ze
drugi z tych wzoréw wynika z pierwszego, wobec czego nasze prawo
jest udowodnione.

IV. Jesli x=y i y=2z2, to ==z
Dowod. Zaktadamy, ze oba wzory:
(1) =y
i
(2) y==z
sa stuszne.™ Zgodnie z prawem LEIBNIZA ze wzoru (2) wynika, ze
kazda wlasnosé y dotyczy takze z. Wolno nam zatem zastapié¢ we
wzorze (1) zmienng ,,y” zmienng ,2”, a wowczas otrzymamy pozada-
na teze (w gruncie rzeczy krok ten mozna by uzasadnié¢ powolujac sie
po prostu na prawo zastepowania réwnych):

V. Jesli =2 14 y=2  to x = y; innymi slowy, dwa
przedmioty rowne trzeciemu, sg sobie rowne.

Prawo to mozna dowie$¢ w analogiczny sposéb, co prawo poprzed-
nie (mozemy je réwniez wydedukowaé z praw III i IV, nie stosujac
prawa LEIBNIZA).

Prawa II, III i IV nazywane sa, odpowiednio, PRAWAMI ZWROT-
NOSCI, SYMETRII I PRZECHODNIOSCI dla relacji identycznosci.

# Chcieliby$my skomentowaé tu stowa ,stuszny’ i ,prawdziwy”. W rozdziatach
I i IT pojawia sie termin ,zdanie prawdziwe”. Termin ten i jego antonim ,zdanie
falszywe” byty przedmiotem wielu dyskusji filozoficznych, w ksiazce jednak postu-
gujemy sie nimi w sposéb niedwuznaczny: w odniesieniu do zdan zaczerpnietych
z teorii matematyki elementarnej lub prostych przyktadéw z jezyka codziennego.
Co za$ do terminu ,stuszny”, to ma on szersze znaczenie (i nie wzbudza takich
kontrowersji). W matematyce uzywa sie go czesto w podobny sposéb, co ter-
minu ,prawdziwy”. Zatem w pewnych kontekstach (szczegdlnie w odniesieniu do
wybranych modeli i interpretacji, por.rozdziaty VI i IX) stowo ,stuszny” moze
znaczyC ,prawdziwy”. 1 rzeczywiscie, w niektérych sytuacjach stéw tych uzywa
sie zamiennie. Poza tym istnieje pewna preferencja, by w odniesieniu do funkcji
zdaniowych uzywaé stowa ,stuszny”. Tu ,stuszny” znaczy mniej wiecej tyle, co
Lspetniony przy kazdym podstawieniu zmiennych”. Czasami ,stuszny” znaczy to
samo, co ,,dowiedziony” lub ,dowiedlny”. — Znane s3 tez inne uzycia tego stowa;
moéwi sie np. ,stuszny argument”.
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8§18 Identyczno$¢ przedmiotéw i identyczno$é ich
oznaczen; uzycie cudzystowu

*Wprawdzie znaczenie wyrazen takich jak:

r=y i z#y

pozornie nie budzi watpliwosci, to jednak bywaja one czasami btednie
rozumiane. Na przyklad wydaje sie oczywiste, ze wzoér:

3=2+1

jest zdaniem prawdziwym, ale niektérzy ludzie nie sg o tym przeko-
nani. Wedtug nich wzoér ten stanowi jakoby stwierdzenie identyczno-
$ci symboli ,,3” 1 ,,24-1” co jest, rzecz jasna, falszem, bowiem symbole
te réznia sie ksztaltem, wobec czego nie jest prawda, ze wszystko,
co mozna powiedzie¢ o jednym z nich, da sie tez powiedzieé¢ o dru-
gim (dodajmy jeszcze, ze pierwszy symbol jest pojedynczym znakiem,
drugi za$ nie).

* ok %

Aby pozby¢ sie pokutujacych wciaz niejasnosci w tej kwestii, mu-
simy wyjasnié¢ sobie ogdlna i bardzo wazna zasade, ktérej nalezy prze-
strzegaé, jedli chcemy postugiwaé sie jezykiem w sposéb uzyteczny.
Zgodnie z ta zasada ilekro¢ formulujemy zdanie o pewnym przedmio-
cie, musimy uzy¢ w nim nie przedmiotu, lecz jego nazwy czyli (inaczej
moéwiac) jego oznaczenia.

Przestrzeganie tej zasady nie nastrecza zadnych klopotéow, poki
przedmiot, o ktéorym méwimy, nie jest wyrazem lub symbolem, lub,
bardziej ogélnie, nie jest wyrazeniem jezykowym. Wyobrazmy sobie
oto, ze mamy przed soba niebieski kamien i ze zapisujemy nastepujace
zdanie:

ten kamien jest niebiesksi.

Przypuszczalnie nikomu nie przysztoby do glowy zastapi¢ w tym zda-
niu stéw ,ten kamien” (ktore razem stanowia opis przedmiotu) sa-
mym przedmiotem, a wiec je wykresli¢ lub wyciaé, a na ich miejscu
umiesci¢ kamien. Gdybyémy bowiem co$ takiego zrobili, otrzymali-
bysmy catosé sktadajaca sie czesciowo z kamienia, czedciowo ze stow
— co8, co nie jest wyrazeniem jezykowym, a tym bardziej zdaniem
prawdziwym.
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Podana wyzej zasada bywa jednak czesto naruszana, gdy oma-
wiany przedmiot jest stowem lub symbolem. Tymczasem rowniez w
tym przypadku przestrzeganie jej jest konieczne; w przeciwnym razie
dochodzimy do czegos$, co bedac wyrazeniem jezykowym, nie tylko
nie oddaje naszej mysli, ale zgota moze sie okazaé zlepkiem stéw po-
zbawionym znaczenia. Wezmy na przykiad nastepujace dwa stowa:

dobra, Marysia.

Widaé, ze pierwsze sklada sie z pieciu liter, drugie za$ jest imie-
niem wlasnym. Przypu$émy, ze wyrazimy te mysli, ktore sa zupelnie
prawidlowe, w nastepujacy sposob:

(1) dobra sktada sie z pieciu liter;
(2) Marysia jest imieniem wlasnym;

a moéwiac o tych stowach, bedziemy uzywaé ich samych, nie zas ich
nazw. Jesli jednak przyjrzymy sie dokladniej wyrazeniom (1) i (2), to
stwierdzimy, ze pierwsze wcale nie jest zdaniem, poniewaz podmiotem
zdania moze by¢ tylko rzeczownik, a nie przymiotnik, jak w tym
przypadku; drugie zas, nawet gdyby uznaé je za zdanie sensowne, by-
loby tak czy inaczej falszywe, jako ze zadna kobieta nie jest imieniem
wlasnym.

Nieporozumienie wynika z nieu$wiadomienia sobie, ze stowa ,,do-
bra” i ,Marysia” wystepujac w takich kontekstach, jak w (1) i (2),
maja inne znaczenie, niz normalnie; tu bowiem stowa te funkcjonuja,
jako swe wlasne nazwy. Aby uogdlni¢ ten punkt widzenia, musieli-
bysmy przyjac, ze kazde stowo moze czasem funkcjonowaé jako swoja
nazwa. Uzywajac terminologii logiki éredniowiecznej powiemy, ze
stowo zostalo uzyte w SUPPOSITIO MATERIALIS, a nie w SUPPOSITIO
FORMALIS, to znaczy — w swym zwyczajnym znaczeniu.! W konse-
kwencji kazde stowo jezyka codziennego czy naukowego moze przyj-
mowaé¢ dwa lub wiecej rézne znaczenia i nie trzeba daleko szukaé
przykladéw sytuacji, w ktoérych pojawiaja sie powazne watpliwosci
co do zamierzonego znaczenia danego stowa. Nie godzac sie na takie

TDla czytelnika moze byé pouczajace poréwnanie powyzszych rozwazan z uwa-
gami w §9. Jedne i drugie dotycza wyrazen, lecz wyrazen réznych rodzajow.
Zasadniczo wyrazenia pierwszego rodzaju wskazujg na przedmioty, drugiego zas
odnoszg si¢ do stwierdzen. Jesli chodzi o wyrazenia drugiego rodzaju, czyli o zda-
nia i funkcje zdaniowe, to méwimy, ze wyrazajac stwierdzenie bezposrednie, UZY-
WAMY zdania, natomiast w sformulowaniu poérednim, jak w §9, PRZYTACZAMY
dane zdanie.
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dwuznacznosci, ustanawiamy regute, ze kazde wyrazenie powinno sie
r6zni¢ (przynajmniej w formie pisemnej) od swojej nazwy.

* % %k

Powstaje pytanie, w jaki sposéb tworzy¢ nazwy stoéw i wyrazen. Z
wielu pomystow, ktore sie tu nasuwaja, najprostszy polega na tym, ze
nazwe wyrazenia tworzymy umieszczajac je w cudzystowie. Zgodnie
z ta konwencja, mysli wyrazone prébnie w (1) i (2) zapiszemy teraz
prawidlowo i niedwuznacznie w nastepujacy sposob:

(I ,dobra” skiada sie z pieciu liter;

(I1) ,Marysia” jest imieniem wlasnym.

W Swietle tych uwag znikaja wszelkie ewentualne watpliwosci od-
nosnie znaczenia i prawdziwosci wzordéw typu:

3=2+1

Wzor ten zawiera symbole, ktére oznaczaja pewne liczby, ale nie za-
wiera nazw zadnego z tych symboli. Zatem wzér ten stwierdza co$ o
liczbach, a nie o oznaczajacych je symbolach. Liczba 3 jest oczywi-
$cie rowna liczbie 2 4+ 1, tak wiec wzor jest stwierdzeniem prawdzi-
wym. Rzecz jasna, wolno nam zastapi¢ go zdaniem wyrazajacym te
sama mysl, ale w odniesieniu do symboli, mianowicie, zdaniem, ktére
stwierdza, ze symbole ,,3” i ,2 4+ 1”7 oznaczaja te sama liczbe. Z tego
jednak zadna miara nie wynika, ze symbole jako takie sg identyczne;
dobrze bowiem wiadomo, ze dany przedmiot — szczegdlnie dana liczba
— moze mieé¢ wiele réznych oznaczen. Symbole ,3” i ,2 + 17 sa bez
watpienia rézne, ktére to spostrzezenie mozemy wyrazi¢ za pomoca
nowego wzoru:

773” # 7?2 —"_ 17,'

Wzo6r ten absolutnie nie pozostaje w sprzecznosci ze wzorem przyto-
czonym poprzednio.?

2Konwencji regulujacej uzycie cudzystowu przestrzegamy w tej ksiazce dosyé
rygorystycznie; odchodzimy od niej tylko w specjalnych przypadkach — na rzecz
tradycyjnego zapisu. Na przyktad opuszczamy cudzystow, jesli wzory i zdania
znajduja sie w osobnej linijce, lub gdy wystepuja w sformutowaniach twierdzen
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8§19 Ro6wnosé w arytmetyce i w geometrii oraz jej
zwigzek z identycznoscig logiczng

Pojecie réwnosci miedzy liczbami traktujemy tu zawsze jako specjalny
przypadek ogélnego pojecia identycznosci logicznej.! Trzeba jednak
wiedzieé, ze byli (i moze wciaz sa) matematycy, ktérzy — odwrotnie
niz my tutaj — nie utozsamiali wystepujacego powszechnie w matema-
tyce znaku ,=" z symbolem identycznoéci logicznej. Liczb réwnych
nie uwazali oni za koniecznie identyczne, a réwnosé miedzy liczbami
traktowali jako specyficzne pojecie arytmetyki. W zwiazku z tym od-
rzucali prawo LEIBNIZA w jego postaci ogdlnej, uznawali natomiast
za prawdziwe rozmaite wnioski wynikajace z tego prawa — wnioski jak
te, ktére odnosza sie do liczb. Majg one charakter mniej ogdlny, wo-
bec czego uwaza si¢ je za prawa specyficzne dla matematyki. Takimi
wnioskami sg prawa Il — V z § 17, podobnie jak zdania stwierdzajace,
ze ilekro¢ x = y i x spelnia pewien wzor zbudowany wytacznie z sym-
boli arytmetycznych, to y spelia ten sam wzor, czego przyktadem
jest nastepujace prawo:

jesli x=y i x<z, to y<z=z.

Naszym zdaniem, stanowisko to nie posiada zadnych szczeg6lnych
zalet z teoretycznego punktu widzenia, w praktyce za$ pociaga za
soba duze komplikacje przy wykladzie arytmetyki. Odrzuca sie bo-
wiem ogblng regule, ktéra pozwala nam — przy zalozeniu, ze x = y

matematycznych lub logicznych; nie bierzemy w cudzystéw réwniez wyrazen po-
przedzonych sformutowaniami w rodzaju ,nazywany’, ,znany jako” itp. W tych
przypadkach przyjmujemy jednak inne srodki ostroznosci; wyrazenia, o ktére nam
chodzi, poprzedzamy dwukropkiem, a ponadto zapisujemy je inng czcionka (ma-
tym wersalikiem lub kursywa). Nalezy jeszcze zauwazy¢, ze w jezyku codziennym
cudzystowu uzywa sie w pewnych dodatkowych okolicznosciach — w ksiazce znaj-
duja sie przyktady réwniez takiego uzycia.

tKilka odsylaczy w tym rozdziale dotyczylo uzycia stéw. Teraz chcieliby$my
rozwazy¢ ,pojecie’, a szczegblnie ,pojecie identycznodci’. W zasadzie o pojeciu
mozna mysleé¢ jako o czym$ w rodzaju pojemnego przedstawienia, syntezy kilku
sktadnikéw. Zgodnie z tym, gdy przewiduje sie szeroka interpretacje, pojecie
identycznosci mogloby obejmowaé material catego tego rozdziatu. Wszelako stowo
»pojecie” bywa tez uzywane w sposéb bardziej ograniczony; w takim przypadku
mozna by mysle¢ o pojeciu identycznosci jako wyrazanym przez termin ,=", gdy
termin ten jest zdefiniowany (czyli scharakteryzowany) przez prawo LEIBNIZA. A
skoro jestesmy przy stowach, to zamiast mowié ,termin ,=" 7, mozna by réwnie
dobrze powiedzieé¢ ,stala (logiczna) ,=” 7, lub nawet ,symbol ,=” 7. — W ksiazce
stowa ,,pojecie” uzywamy przede wszystkim w tym drugim, bardziej ograniczonym
sensie.
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— zastepowaé w kazdym wzorze lewa strone przez prawa strone, a ze
podobne przeksztalcenie wzoru jest w wielu rozumowaniach niezbed-
ne, wiec za kazdym razem, gdy sie je stosuje, trzeba wykazaé, ze w
rozwazanym konkretnym przypadku jest ono dozwolone.

Zilustrujemy to na przykltadzie, biorac pod uwage uktad réwnan
o dwéch niewiadomych, powiedzmy:

x =y,
2 102 — 90 _
44y =2z — 3y + 18.

Aby rozwiazaé ten uktad za pomoca tzw. metody podstawiania, trze-
ba utworzyé nowy uktad réwnan, zachowujac pierwsze rownanie bez
zmiany, w drugim za$ zastepujac wszedzie ,x” przez ,y°”. Rodzi
sie pytanie, czy takie przeksztalcenie ukladu jest dozwolone, innymi
stowy, czy nowy uklad jest réwnowazny pierwotnemu. Odpowiedz
brzmi niewatpliwie twierdzaco, niezaleznie od tego, jakie przyjmiemy
pojecie réwnodci miedzy liczbami. Jesli jednak symbol ,=" uwazamy
za znak identycznosci logicznej i przyjmujemy prawo LEIBNIZA, to
odpowiedz jest oczywista. Zalozenie, ze

Tr =1y

pozwala nam wszedzie zastapié¢ ,x” przez ,y°” i vice versa. W prze-
ciwnym razie odpowiedz ta wymagalaby uzasadnienia, ktoére — choé
nie bardzo trudne — mogloby sie okaza¢ dlugie i mozolne (dowody
takie napotyka sie w starych podrecznikach szkolnych).

% k%

Zupelnie inne jest tradycyjne podejécie do pojecia réwnoéci w
geometrii. Modwiac czasem, ze dwie figury geometryczne — odcinki,
katy, czy wielokaty — sa réwne, w sensie ,,przystajgce”, nie twierdzimy
wcale, ze sa one identyczne. Chodzi nam raczej o to, ze figury te maja
jednakowa wielkosé i ksztalt, a wiec, ze (méwiac obrazowo, choé nie
calkiem dokladnie) mozna je tak nalozy¢ jedna na druga, by sie po-
kryty. W tym sensie na przyktad tréjkat moze mie¢ dwa lub nawet
trzy boki réwne — na tym etapie naszych rozwazan powiemy, ze jego
boki sa ,,geometrycznie réwne” — lecz boki te z pewnoscia nie sa iden-
tyczne. 7 drugiej strony, zdarzaja sie przypadki, w ktérych chodzi
nam nie o rownoé¢ geometryczng dwéch figur, ale o ich identycz-
no$é¢ logiczna. Na przyklad w tréjkacie rownoramiennym wysokosé
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i érodkowa tréjkata, poprowadzone do podstawy, sg nie tylko réwne
w sensie geometrycznym, lecz po prostu sa tym samym odcinkiem.
By wiec uniknaé¢ zamieszania, lepiej unika¢ konsekwentnie terminu
,rowno$¢’ we wszystkich sytuacjach, w ktérych nie ma sie na mysli
identycznosci logicznej, zamiast o figurach réwnych w sensie geome-

_»

trycznym méwié o figurach przystajacych, a znak ,=" zastepowaé —

o

jak zreszta czesto si¢ to robi — innym symbolem, mianowicie ,,2”.

820 Kwantyfikatory iloSciowe

Postugujac sie pojeciem identycznosci sprecyzujemy teraz znaczenie
pewnych zwrotéw, zblizonych (zaréwno trescia, jak forma) do kwan-
tyfikatoréow ogdlnych i szczegdlowych, zaliczanych tez do operatoréw,
majacych jednak bardziej specjalny charakter. Sg to zwroty typu:

istnieje co najmmniej jeden, lub co najwyzej jeden, lub doktadnie
jeden przedmiot x taki, ze ...,
istniejg co najmniej dwa, lub co najwyzej dwa, lub dokladnie dwa
przedmioty x takie, zZe ...,

i tak dalej. Zwroty te mozna by nazwa¢ KWANTYFIKATORAMI ILO-
ScrowyMI. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze wystepuja w nich wy-
razy specyficznie matematyczne, ktorymi sa liczebniki ,,jeden”, ., dwa’
i tym podobne. Blizsza analiza wykazuje jednak, ze tresé tych zwro-
téw (jesli traktowadé je jako calo$é) jest czysto logicznej natury. Tak
wiec w wyrazeniu:

istnieje co najmmniej jeden przedmiot, spetniajgcy dany warunek

stowa ,,co najmniej jeden” mozna opusci¢ bez naruszenia sensu. Wy-
razenie:

istnieje co najwyzej jeden przedmiot, spelniajgcy dany warunek
znaczy tyle, co:

dla dowolnego x i dowolnego y, jesli x speinia dany warunek i jesli y
spetnia dany warunek, to r = y.

Zdanie:

istnieje dokiadnie jeden przedmiot, spelniajgcy dany warunek
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jest rownowazne z koniunkcjg obu poprzednich wyrazen:

istnieje co najmmniej jeden przedmiot, spelniajgcy dany warunek 1
jednoczesnie istnieje co najwyzej jeden przedmiot, spelniajgcy dany
warunek.

Wyrazeniu:
istniejg co najmniej dwa przedmioty, speiniajgce dany warunek
nadajemy nastepujace znaczenie:

istniejq takie x vy, Ze zarowno x jak y spelnia dany warunek i
T 7y

przy czym kazde z tych dwéch wyrazen jest réwnowazne negacji zda-
nia:

istnieje co najwyzej jeden przedmiot, spelniajgcy dany warunek.
W podobny sposéb wyjasniamy znaczenie innych zwrotow tej kate-
gorii.

Dla ilustracji mozemy tu przytoczyé¢ kilka zdan prawdziwych z
arytmetyki, w ktérych wystepuja kwantyfikatory iloéciowe:

1. istnieje dokladnie jedna liczba x taka, ze x + 2 =5;

2. istniejg dokladnie dwie liczby y takie, Ze y> = 4;

3. istniejg co najmniej dwie liczby z takie, ze z+ 2 < 6.
* * %
Dzial logiki, w ktérym ustala sie ogdlne prawa dotyczace kwan-

tyfikatoréw, znany jest jako RACHUNEK PREDYKATOW lub LOGIKA
PREDYKATOW.  Teoria ta bada gléwnie kwantyfikatory ogélne i szcze-

tStowo ,predykat” odnosi sie do rozwazanych cech (do wtasnosci i relacji,
por.rozdziat IV i V) takich jak: jest mniej niz, jest dokladnie kwadratem, jest
przystajgcy do, jest regularnym wielokgtem. — Dwie nazwy ,rachunek predyka-
tow” i ,logika predykatow”, odpowiadajace nazwom ,rachunek zdan” i ,logika
zdan” (por. poczatek § 7) wynikaja nie z doboru stéw, lecz z réznego podejscia do
przedmiotu. Moéwiac ,rachunek”, podkreslamy strukture, ktora wykazuje pewne
podobienistwo do rachunkéw, mimo ze w gre niekoniecznie wchodza obliczenia
arytmetyczne. Przykladem — tabelki prawdziwosciowe. Z drugiej strony, stowo
»logika” wskazuje na zasadniczy cel tych dyscyplin, mianowicie, ustalenie natury
argumentéw matematycznych. Obecnie w nazwach tych dyscyplin czesciej wyste-
puje stowo ,logika”, kiedy$ natomiast przewazalo stowo ,rachunek”. W ksigzce
uzywamy nazwy ,rachunek zdan” na wzor poprzednich wydan. — Dodajmy, ze we
wczesniejszych wydaniach tej ksiazki przytaczaliSmy inne (i starsze) nazwy: ,teo-
ria dedukcji” dla rachunku zdan oraz ,teoria zmiennych pozornych”, ,rachunek
funkcyjny” dla logiki predykatow.
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gbélowe, podczas gdy opisane wyzej kwantyfikatory ilo$ciowe bywaja
czesto pomijane.

Cwiczenia

1. Udowodnié¢ prawo V z § 17 wylacznie w oparciu o prawa III i IV,
a wiec nie korzystajac z prawa LEIBNIZA (czy reguly zastepowania
réwnych).

Wskazowka: Wzory:

w prawie V przyjmuje si¢ za spelnione z zalozenia. Na mocy prawa
ITI zamien zmienne w drugim wzorze, a nastepnie zastosuj prawo IV.

2. Udowodnié¢ nastepujace prawo:
jesli =y, y==z oraz z=t, to x=t,
stosujac wylacznie prawo IV z §17.

3. Czy prawdziwe sa zdania otrzymane przez zastgpienie wszedzie w
prawach I11i IV z § 17 znaku ,,=" symbolem ,,#”?

*4. W oparciu o podang w § 18 umowe odno$nie uzycia cudzystowu,
okredli¢, ktore z nastepujacych zdan sa prawdziwe:

0 jest liczbg catkowitq,

(a
(b

0 jest cyfrg o owalnym ksztalcie,

d

)
)
(c) ,,07 jest liczbg calkowitq,
) ,,07 jest cyfra o owalnym ksztalcie,
)

(e
) 3

(f) »1.07= »9

(8) 2+2#5,

(h) 772 + 27 7é 7a5”'

1.5=3,
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*5. Chcac utworzyé nazwe wyrazu, wyraz 6w ujmujemy w cudzy-
stow; aby utworzy¢ z kolei nazwe nazwy, w cudzystowie umieszczamy
nazwe wyrazu, w wyniku czego sam wyraz znajdzie sie w podwojnym
cudzystowie. Z podanych nizej trzech wyrazen:

»o»

»
Jan, ,,Jan”, ,, ,,Jan ,

drugie jest nazwa pierwszego, trzecie — nazwa drugiego, pierwsze zas —
nazwa (imieniem) mezczyzny. Zastapi¢ powyzszymi wyrazeniami ,,z”
w nastepujacych funkcjach zdaniowych i okresli¢, ktore z dwunastu
zdan otrzymanych w ten sposéb sg prawdziwe:

(a) = jest mezczyzng,
(b

x jest imieniem wlasnym mezczyzny,

(¢c) x jest wyraZeniem,

)
)
)
(d) x jest wyrazeniem w cudzystowie.

*6. W §9 podaliSmy zdania warunkowe w réznych sformutowaniach
napotykanych w podrecznikach matematycznych. ZwréciliSmy takze
uwage na fakt, ze w pewnych z tych sformutowan moéwimy nie o
liczbach czy wlasnoéciach liczb i tym podobnych, lecz o wyrazeniach
(w szczegdlnosei o zdaniach i funkcjach zdaniowych). Z uwag w § 18
wynika, ze te drugie wymagaja stosowania cudzystowu. Wskazaé
takie sformulowania i dokladne miejsca w nich, gdzie nalezy uzyé
cudzystowu.

*7. Omoéwiwszy ogdlng zasade odnosnie uzycia nazw przedmiotéw
w zdaniach, ktére co$ o nich stwierdzaja, mozemy teraz przyjrzeé
sie doktadniej przedostatniemu zdaniu z §12 (,,Podobnie jak prawa
arytmetyki ...”). Wiemy, ze zmienne wystepujace w arytmetyce za-
stepuja nazwy liczb. Czy zmienne, ktére wystepuja w rachunku zda-
niowym zastepuja nazwy zdan, czy same zdania?’ Czy wolno nam
wiec powiedzied, jesli zalezy nam na $cistosci, ze prawa tego rachunku
stwierdzaja co$ o zdaniach i ich wlasnosciach?

fZauwazmy, ze, istotnie, w tym kontekscie mozna wprowadzié¢ dwa rézne ro-
dzaje zmiennych: te, ktére zastepuja zdania (czyli wyrazenia o strukturze szcze-
gblnego rodzaju) i te, ktére zastepuja nazwy zdan, czyli oznaczaja zdania. Te
dwie mozliwosci wyraznie nawigzuja do rozréznienia migdzy uzywaniem a przy-
taczaniem zdan. (Por.ods. {, str.61)
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8. Wezmy tréjkat o bokach a, b i c. Niech hgy, hy i he beda wyso-
kosciami poprowadzonymi odpowiednio do bokéw a, b i ¢; podobnie,
niech mgy, mp i m. beda srodkowymi tego trojkata, zas sq, sp i sc —
jego dwusiecznymi.

Przyjmijmy, ze rozwazany tréjkat jest rownoramienny (gdzie a jest
podstawa, zas$ b i ¢ — réwnymi bokami). Ktore sposrod wskazanych
dwunastu odcink6éw sa przystajace (czyli réwne w sensie geometrycz-
nym), a ktore identyczne? OdpowiedZ wyrazi¢ wzorami, postugujac
sie symbolem ,,=” dla oznaczenia przystawania, a symbolem ,=" dla
oznaczenia identyczno$ci.

Rozwiazaé¢ to samo zadanie, zaktadajac, ze rozwazany trojkat jest
réwnoboczny.

9. Wyjaséni¢ znaczenie zwrotdw:
(a) istniejg co najwyzej dwa przedmioty, spelniajgce dany warunek;

(b) istniejq dokladnie dwa przedmioty, spelniajgce dany warunek.
10. Zbadaé, ktére z nastepujacych zdan sa prawdziwe:
istnieje dokladnie jedna liczba x taka, ze x4+ 3 =7 — x;
istniejq dokladnie dwie liczby x takie, Ze x% + 4 = 4x;

)
)
c) istniejg co najwyzej dwie liczby y takie, ze y+5 < 11 — 2y;
) istniejg co najmmiej trzy liczby z takie, Ze 2% < 2z;

)

dla dowolnej liczby x istnieje dokladnie jedna liczba y taka, Ze
Ty =2

(f) dla dowolnej liczby x istnieje dokladnie jedna liczba y taka, Ze
-y =3.

11. Jak mozna wyrazi¢ za pomoca kwantyfikatorow iloSciowych, ze
réwnanie:
2? =5z +6=0

ma dwa pierwiastki?

12. Ktore liczby = spelniaja funkcje zdaniowa;:

istniejg dokladnie dwie liczby y takie, ze © = y>?
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Wyréznié w tej funkeji zmienne wolne i zwigzane. *Czy kwantyfi-
katory ilo$ciowe wigzg zmienne?*

13. (a) Rozwazy¢ nastepujaca funkcje zdaniowa:

Istniejg x, y i z takie, ze z < a, y<a, z<

(1)«
TEY, TEZ0 YFEz.
Wyrazi¢ (1) za pomoca kwantyfikatorow ilosciowych. Sformulowaé
(1) uzywajac symboli wprowadzonych w rozdziatach I i II. *(b) Prze-
lozy¢ podany nizej wzér (2) na zwykly jezyk i pokazaé, ze zaréwno
(2) jak (1) sa zdaniami prawdziwymi arytmetyki:

(2) Vay{(z<any<a)—3F(z<alz#zAy#z]}



IV

O teorii klas

821 Klasy i ich elementy

Poza pojedynczymi, indywidualnymi przedmiotami, ktére bedziemy
nagywaé krotko takze INDYWIDUAMI, logika zajmuje sie KLASAMI
przedmiotéw. W zyciu codziennym, jak réwniez w matematyce, za-
miast o klasach cze$ciej méwi sie o ZBIORACH — w arytmetyce stale
mamy do czynienia ze zbiorami liczb, w geometrii za$ interesuja nas
nie tyle pojedyncze punkty, ile zbiory punktéw (czyli konfiguracje
geometryczne). Klasy indywiduéw nosza nazwe KLAS PIERWSZEGO
RZEDU. Stosunkowo rzadziej w naszych badaniach trafiamy na KLA-
SY DRUGIEGO RZEDU, czyli klasy skladajace sie¢ nie z indywidudw,
lecz z klas pierwszego rzedu. Czasem przychodzi nam sie zajmowaé
KLASAMI TRZECIEGO, CZWARTEGO 1 WYZSZYCH RZEDOW. W ksigzce
bedziemy mieé¢ do czynienia prawie wylacznie z klasami pierwszego
rzedu i tylko wyjatkowo — w §26 — z klasami drugiego rzedu. Ale
nasze rozwazania mozna praktycznie bez zmian zastosowaé¢ do klas
dowolnego rzedu.

Aby odréznié¢ indywidua od klas (oraz rozrézni¢ klasy réznych
rzedéw), jako zmiennych uzywa sie liter o réznym ksztalcie i z réznych
alfabetéw. Indywidualne przedmioty, jak np. liczby oraz klasy takich
przedmiotéw zwyczajowo oznaczamy, odpowiednio, matymi i duzymi
literami tacinskimi. W geometrii elementarnej przyjeto sie natomiast,
ze duze litery oznaczaja punkty, male natomiast (lacinskie i greckie)
— zbiory punktow.
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Dzial logiki, w ktérym bada sie klasy i ich wtasnosci, nazywamy
TEORIA KLAS — teorie te niekiedy traktuje si¢ jako niezalezna dyscy-
pline matematyczna i wtedy nazywa sie ja TEORIA MNOGOSCI.!T

k) % 3k
Podstawowa role w teorii klas odgrywaja zwroty takie, jak:

przedmiot x jest elementem klasy K,
przedmiot x nalezy do klasy K,
klasa K zawiera w sobie jako element przedmiot x;

zwroty te uwazamy za réwnoznaczne i zastepujemy je zwiezle wzorem:

rz e K.

Jedli wiec C' jest zbiorem wszystkich liczb catkowitych, to jego ele-
mentami sa liczby 1, 2, 3, ..., natomiast liczby %, 2%, ...do zbioru
tego nie naleza. Prawdziwe zatem sa wzory:

leC, 2¢€C, 3€C,...
za$ wzory:

2 1
s€C, 2;€C,...

sg falszywe.

Poczatki teorii klas — doktadniej méwiac, tego dziatu teorii, ktéry dalej be-
dziemy nazywaé algebra klas — znajdujemy juz w pracach BOOLE’A (por.ods. 1,
str. 20). Wtasciwym twoérca teorii mnogosci, jako niezaleznej dyscypliny matema-
tycznej, jest wielki matematyk niemiecki G. CANTOR (1845-1918); w szczegdlnosci
zawdzigczamy mu analize pojecia porzadku oraz takich pojeé, jak rownolicznosé,
liczba kardynalna i nieskonczonosé, ktére oméwimy przy koncu tego i w nastgpnym
rozdziale. — Teoria zbioréw Cantora jest dyscypling matematyczna, ktéra przez
wiele lat przezywala intensywny rozwdj. Jej idee i metody myslenia przeniknetly
do wszystkich niemal galezi matematyki, wywierajac wszedzie wielce stymulujacy
i zapladniajacy wplyw.

tw ksiazce stow ,klasa” i ,,zbiér” uzywamy jako synoniméw. Bardziej zaawan-
sowane rozwazania wymagaja rozrézniania miedzy tymi dwoma réznymi rodza-
jami bytéw, wtedy tez przypisujemy im nieco rézne znaczenia. Utarlo sie, ze w
matematyce zwykle mamy do czynienia ze zbiorami. — Symbol ,€”, pojawiajacy
sie ponizej, pochodzi od matej litery greckiej ,,¢”, ktora tez czasami stosuje sie dla
oznaczenia przynaleznosci do zbioru.
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8§22 Klasy i funkcje zdaniowe o jednej
zmiennej wolnej

WeZzmy pod uwage funkcje zdaniowa o jednej zmiennej wolnej, po-
wiedzmy:
x> 0.

Poprzedzajac ja stowami:
(1) 2bidr wszystkich liczb x takich, Ze
otrzymujemy wyrazenie:

zbior wszystkich liczb x takich, Ze x > 0.

Wyrazenie to wyznacza dobrze okreslony zbiér, mianowicie zbior
wszystkich liczb dodatnich. Zbior ten sklada sie z tych i tylko tych
elementow, ktore speilniajg dana tu funkcje zdaniowa. Jesli ozna-
czymy go specjalnym symbolem, np. ,D”, to nasza funkcja stanie sie
rownowazna wzorowi:

rx e D.

Analogiczne postepowanie wolno nam zastosowaé, faktycznie, do
dowolnej funkcji zdaniowej. W arytmetyce mozemy w ten sposob
opisywaé¢ rozmaite zbiory liczb, jak np. zbiér wszystkich liczb ujem-
nych, lub zbiér wszystkich liczb wigkszych od 2 i mniejszych od 5
(czyli tych, ktére spelniaja funkcje ,x > 2 ¢ z < 5”). Taki sposéb
postepowania odgrywa tez wazng role w geometrii, zwlaszcza przy
definiowaniu rozmaitych figur geometrycznych.t I tak, powierzchnie
kuli definiuje sie, jak zbiér wszystkich punktéow w okreslonej odlegto-
$ci od danego punktu. Zwrot ,,zbior wszystkich punktow” zwyczajowo
zastepuje sie w geometrii zwrotem ,,miejsce geometryczne wszystkich
punktow’.

Nadamy teraz powyzszym uwagom ogblng postac. W logice przyj-
muje sie, ze kazdej funkcji zdaniowej z jedna tylko zmienna wolna,

W ksigzce terminu , konfiguracja geometryczna” uzywamy jako synonimu ter-
minu ,2biér punktéw”; w takim wtasnie znaczeniu stowo ,zbidr” wystapito na
poczatku tego rozdziatu. Z kolei, termin ,,figura geometryczna” odnosi sie do kon-
figuracji — ze sie tak wyrazimy — znanej, bardziej regularnej, jak np. trojkat, czy
kula.



76 Rozdzial IV. O teorii klas

powiedzmy ,x”, odpowiada dokladnie jedna klasa, zawierajaca jako
elementy te i tylko te przedmioty x, ktére spelniaja dana funkcje.
Oznaczenie tej klasy otrzymuje si¢ stawiajac przed funkcja zdaniowa
zwrot, nalezacy do najbardziej fundamentalnych wyrazen teorii klas,
mianowicie:

(IT) klasa wszystkich przedmiotow x takich, ze.

Ponadto, jedli oznaczymy rozwazang klase pojedynczym symbolem,
np.,,C”, to wzor:
xeC

bedzie — dla dowolnego x — rownowazny wyjsciowej funkcji zdaniowej.
Widzimy zatem, ze dowolna funkcja zdaniowa zawierajaca ,x”
jako jedyna zmienng wolna, daje si¢ przeksztalcié w réwnowazna
funkcje o postaci:
rx e K,

gdzie zamiast ,K” wystepuje symbol staly, oznaczajacy klase; wzér
ten wolno nam wiec traktowaé jako najogdlniejsza postaé funkcji zda-
niowej z jedng zmienna wolna.

Zdania (I) i (II) zastepujemy niekiedy wyrazeniami symboliczny-
mi; mozemy do tego celu uzywaé, na przyktad, nastepujacego zapisu:

*Rozwazmy teraz nastepujace stwierdzenie:
1 nalezy do zbioru wszystkich liczb x takich, ze = > 0,
ktéry mozna réwniez zapisa¢ wylacznie za pomoca symboli:
1e{z:z >0}

Bez watpienia, mamy tu pewne zdanie, ktére jest prawdziwe. Wy-
raza ono w bardziej skomplikowany sposéb te samg my$l, co prosty
wzOr:

1>0.

Tak wigc podane wezeéniej wyrazenia (z ,x > 0”) nie moga zawieraé
zadnych zmiennych wolnych, za$ zmienna ,z”, ktéra tam wystepu-
je, musi by¢ zwiazana. Z drugiej za$ strony, skoro w powyzszych
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wyrazeniach nie znajdujemy kwantyfikatoréw, dochodzimy do wnio-
sku, ze zwroty w wyrazeniu (I) i (II) funkcjonuja jako kwantyfikatory,
gdyz wiazg zmienne — nalezy zatem zaklasyfikowaé je do operatoréw
(por. §4).

Trzeba tu dodaé, ze operatorem takim, jak zwrot w (I) lub w
(IT), czesto poprzedzamy funkcje zdaniowa, ktéra zawiera — poza ,,x”
— inne zmienne wolne (w geometrii zachodzi to niemal za kazdym
razem, gdy zastosowane sa takie operatory). Otrzymane w ten spos6b
wyrazenia, np.:

zbior wszystkich liczb x takich, Ze x >y

nie oznaczaja zadnych okreslonych klas; sa one raczej funkcjami ozna-
czeniowymi w sensie oméwionym w § 2 — oznaczeniami klas staja sie
po zastapieniu zawartych w nich zmiennych wolnych (ale, rzecz ja-
sna, nie ,x") przez odpowiednie stale; w przytoczonym tu wyrazeniu
zmiennej ,,y” — np. przez ,,0”.*

* ok %

O funkcji zdaniowej z jedna zmienng wolna méwi sie czesto, ze wy-
raza ona pewna wlasnoéé¢ przedmiotow — wlasnosé, przystugujaca tym
i tylko tym przedmiotom, ktére spelniaja dana funkcje zdaniowa (na
przyktad, funkcja zdaniowa ,x jest podzielne przez 2” wyraza pewng
wlasnosé, mianowicie podzielno$é¢ przez 2, lub parzystosé). Klasa,
ktora odpowiada tej funkcji, zawiera wiec jako elementy wszystkie
przedmioty, posiadajace dana wlasnosé, a nie zawiera innych elemen-
tow. W ten sposob kazdej wlasnosci przedmiotéw mozna przyporzad-
kowaé Scisle okreslona klase. I na odwrét — kazdej klasie przyporzad-
kowana jest pewna wtasnosé, przystugujaca wylacznie elementom tej
klasy, mianowicie, wtasnosé przynaleznosci do danej klasy. Stad tez,
zdaniem wielu logikéw, mozna nie odrézniaé¢ tych obu poje¢. Innymi
stowy, zbyteczna jest specjalna ,teoria wtasnosci” — wystarczy teoria
klas.

Jako zastosowanie powyzszych uwag podamy tu nowe sformuto-
wanie prawa LEIBNIZA. Pierwotne sformulowanie (w §17) zawieralo
termin ,wlasnosé”, w nowym, rownowaznym sformutowaniu zastapi-
my go terminem ,,klasa”:

=1y wtedy i tylko wtedy, gdy kazda klasa, ktorej elementem jest
jeden z przedmiotéw x lub y, zawiera jako element réwnieZ drugi z
tych przedmiotow.
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Z takiego sformultowania prawa LEIBNIZA widaé, ze pojecie iden-
tycznosci mozna zdefiniowa¢ za pomoca terminéw teorii klas.

823 Klasa pelna i klasa pusta

Jak juz wiemy, dowolnej funkcji zdaniowej z jedna zmienng wolng
odpowiada klasa wszystkich przedmiotow spelniajacych te funkcje.
Zasade te zastosujemy teraz do nastepujacych dwéch szczegdlnych
funkcji:

I r=x, T#.

Pierwsza z tych funkcji spelnia niewatpliwie kazde indywiduum (por.
§17). Odpowiadajaca jej klasa,

{z:z =2},

zawiera wiec jako elementy wszystkie indywidua. Klase taka nazy-
wamy KLASA PELNA i oznaczamy symbolem ,V” (lub ,17). Z kolei,
drugiej funkcji nie spetnia zadne indywiduum. Stad, odpowiadajaca
jej klasa,
{o:3 42},
zwana KLASA PUSTA i oznaczana przez ,0” (lub przez ,,0”), nie za-
wiera zadnych elementéw. Wobec tego wolno nam zastapié¢ funkcje
zdaniowe w (I) dwiema réwnowaznymi funkcjami zdaniowymi o po-
staci ogdlnej:
z e K,

mianowicie:
(I1) xeV, ze,

z ktérych pierwsza spelniona jest przez kazde indywiduum, drugiej
natomiast nie spelnia zadne indywiduum.

Zamiast zajmowaé sie wszystkimi indywiduami i okreslaé¢, ktére
z nich wchodza w zakres konkretnej teorii matematycznej, wygod-
niej byloby od poczatku ograniczyé¢ rozwazania do klasy indywidudw,
zwigzanych z dang teoria. Klase taka ponownie oznaczymy przez ,,V”
i bedziemy nazywaé¢ DZIEDZINA TEORII. W arytmetyce dziedzing teo-
rii stanowi klasa wszystkich liczb.t

fTo wazne pojecie dziedziny teorii wprowadzil do logiki DE MORGAN
(por. ods. 6, str.53). — Wczeséniej natomiast datuje sie pojecie klasy pustej, ktére
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* % %

*Nalezy podkresli¢, ze V jest klasg wszystkich indywiduéw, ale nie
jest klasg zawierajaca jako elementy wszystkie mozliwe przedmioty,
wsrdd nich klasy pierwszego rzedu, drugiego rzedu, itd. Powstaje py-
tanie, czy istnieje klasa wszystkich mozliwych przedmiotéw, a ogdl-
niej, czy wolno nam rozwaza¢ klasy ,niehomogeniczne”, czyli takie,
ktoére nie zaliczaja sie do konkretnego rzedu, natomiast zawieraja jako
elementy zaréwno indywidua, jak klasy réznych rzedéw. Pytanie to
wigze sie $cidle z pewnymi zawitymi problemami logiki wspélczesnej,
mianowicie z tzw. ANTYNOMIA KLAS RUSSELLA oraz TEORIA TYPOW
LOGICZNYCH.2TT Oméwienie ich przekroczyloby zamierzone granice
tej ksiazki. Zauwazymy tutaj tylko, ze w calej matematyce (z wyjat-
kiem teorii mnogosci), a tym bardziej w innych naukach, prawie nigdy
nie pojawia sie potrzeba rozwazania klas ,niehomogenicznych” .*

8§24 Podstawowe relacje miedzy klasami

Miedzy dwiema klasami K i L moga zachodzié¢ rézne relacje. Moze
sie, na przyklad, zdarzyé¢, ze kazdy element klasy K jest zarazem
elementem klasy L; powiadamy wéwczas, ze klasa K jest PODKLASA
KLASY L, lub zZe jest zawarta w L, lub, ze klasa K pozostaje w RELA-
CJI INKLUZJI Z KLASA L; za$ o klasie L powiadamy, ze ZAWIERA W
SOBIE KLASE K JAKO PODKLASE (w analogicznych okolicznosciach
moéwimy, ze dany zbiér K jest PODZBIOREM zbioru L, itp.). Sytuacje
te wyrazamy zwiezle jednym z dwdch ponizszych wzordw:

KCL, LDK.

wystepuje juz w logice i filozofii $§redniowiecznej, w XIII i XIV wieku, kiedy to
wyrazenia jezykowe poddawano wnikliwej analizie. (Por.w zwiazku z tym §18).
Zajmowano sie wowczas wyrazeniami definiujacymi byty, ktore nie istnieja, a wiec
ktére (jakbySmy dzi§ powiedzieli) wyznaczaja klase pusta.

2Pojecie typu logicznego, wprowadzone przez RUSSELLA, przypomina pojecie
rzedu klasy; pojecie typu mozna faktycznie otrzymaé¢ w wyniku uogélnienia poje-
cia rzedu klasy — uogdélnienia, ktére odnosi sie nie tylko do klas, ale takze innych
przedmiotéw, jak relacje (oméwimy je w nastepnym rozdziale). Teorie typéw lo-
gicznych wylozono systematycznie w Principia Mathematica (por. ods. 1, str. 20).

tIstnieja inne sposoby przedstawienia teorii zbioréw (czy tez klas) — z omi-
nieciem teorii typéw logicznych i spojrzeniem na problemy, o ktérych tu mowa,
z innej perspektywy. Podejscia takie obecnie sa preferowane; w podrecznikach
rzadko si¢ méwi o typach logicznych.
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Moéwiac, ze K jest podklasa L, nie wykluczamy mozliwosci, ze L jest
tez podklasa K. Innymi stowy, K i L moga by¢ podklasami dla siebie
nawzajem i mie¢ wszystkie elementy wspolne. W tym przypadku, jak
wynika z prawa teorii klas (podanego nizej), K i L sa identyczne. Je-
$li jednak stosunek odwrotny nie zachodzi, tzn. kazdy element klasy
K jest elementem klasy L, ale nie kazdy element klasy L jest ele-
mentem klasy K, to méwimy, ze klasa K jest PODKLASA WELASCIWA
lub czESCIA KLASY L, lub ze klasa L ZAWIERA W SOBIE K JAKO
PODKLASE WEASCIWA lub JAKO CzESC. I tak, zbiér wszystkich liczb
catkowitych jest podzbiorem wtadciwym zbioru wszystkich liczb wy-
miernych, za$ prosta zawiera w sobie jako czesé kazdy odcinek, lezacy
na tej prostej.

Powiadamy, ze dwie klasy K i L ZACHODZA NA SIEBIE lub SIE
KRZYZUJA, jesli maja one co najmniej jeden element wspdlny, przy
czym kazda z nich zawiera elementy, ktére nie naleza do drugiej. Dwie
klasy, ktore posiadaja co najmniej po jednym elemencie (tj.jesli nie
sa puste), ale nie maja elementu wspélnego, nazywamy WZAJEM-
NIE SIE WYRACZAJACYMI lub ROZEACZNYMI. Np. koto krzyzuje sie
z kazda prosta, poprowadzong przez jego srodek, ale jest rozilaczne
z kazda prosta, ktorej odleglosé od srodka jest wicksza niz promien
kota. Zbiér wszystkich liczb dodatnich zachodzi na zbiér wszystkich
liczb wymiernych, lecz zbiér liczb dodatnich i zbiér liczb ujemnych
wzajemnie sie wylaczaja.

Podamy tu kilka przyktadow praw, w ktorych wystepuja oméwione
wyzej relacje miedzy klasami:

1. Dla dowolnej klasy K, K C K.
2. Jesli KCL ¢ LCK, to K=1L.

3. Jeshk KCL 4+ LCM, to KCM.

TNiekiedy dla wyrazenia, ze klasa K jest podklasa wlasciwa klasy L, stosujemy
nastepujacy zapis:

KcL lub LDK.

Czytelnik moze zwrdcié¢ uwage na pewne analogie miedzy wzorem ,K C L” a
wzorem ,x < y” (drugi odnosi sie do liczb) oraz miedzy ,K C L” a ,z < y”.
Analogia ta jednak nie jest pelna: niektére wzory wyrazajace nieréwnosci miedzy
liczbami nie daja si¢ przenies¢ na klasy.
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4. Jesli K jest nie-pustq podklasq L, oraz jesli klasy L i M sq
rozlgcezne, to klasy K © M sq rozlgczne.

Pierwsze z tych twierdzen nazywamy PRAWEM ZWROTNOSCI dla in-
kluzji lub teorioklasowym PRAWEM IDENTYCZNOSCI. Trzecie znane
jest jako PRAWO PRZECHODNIOSCI dla inkluzji; prawo trzecie razem
z czwartym i innymi prawami o podobnej strukturze tworza grupe
twierdzen, ktére nazywamy PRAWAMI SYLOGIZMU KATEGORYCZNE-
GO.

Z pojeciem inkluzji wiaze si¢ charakterystyczna wlasno$é¢ klasy
pelnej i pustej, wyrazona przez nastepujace prawo:

Dla dowolnej klasy K, VO K i O C K.

Twierdzenie to, a zwtaszcza jego druga czesé¢ odnoszaca sie do klasy
pustej, wielu ludziom wydaje si¢ nieco paradoksalna. By jej dowiesé,
rozwazmy implikacje:

jesli x € O, to x € K.

Ot6z bez wzgledu na to, jaki przedmiot podstawimy pod ,z” i jaka
klase — pod K, poprzednik implikacji bedzie zdaniem falszywym, a
cata implikacja — zdaniem prawdziwym (implikacja ta — jak niekiedy
powiadaja matematycy — jest spelniona ,,pusto”). Wolno nam zatem
powiedzieé, ze kazdy element, ktéry nalezy do klasy @, jest réwniez
elementem klasy K; stad za$, na mocy definicji inkluzji wynika, ze
@ C K. — W analogiczny sposéb mozna dowiesé pierwszej czesdci tego
prawa.

Fatwo widaé, ze miedzy dwiema dowolnymi klasami musi zacho-
dzié jedna i tylko jedna z rozwazanych przez nas relacji. Wniosek ten
wyraza szczegdlowo nastepujace prawo:

Dla dowolnych klas K i L albo K = L, albo K jest
podklasq wiasciwg L, albo K zawiera w sobie L jako
podklase wiasciwg, albo K 1 L sie krzyzujg, albo sq
one rozlgczne, przy czym Zadne dwa spo$rod wymie-
nionych pieciu przypadkow nie mogq zachodzié¢ réow-
noczesnie.

Unaocznimy sobie to prawo, gdy pomyslimy o klasach K i L jako
o figurach geometrycznych i wyobrazimy sobie wszelkie mozliwe wza-
jemne polozenia tych figur.
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X ok X

Relacje, z ktorymi mieliémy do czynienia w tym paragrafie, nazy-
wamy PODSTAWOWYMI RELACJAMI MIEDZY KLASAMI.3
k) ok 3k

Stara tradycyjna logike (por.§6) mozna sprowadzi¢ prawie cal-
kowicie do teorii podstawowych relacji miedzy klasami, a wiec do
matego fragmentu teorii klas. Zewnetrznie te dwie dyscypliny réznia
sie faktem, ze w starej logice pojecie klasy nie wystepuje wprost. W
starej logice nie méwito sie, na przyktad, ze klasa koni jest zawarta
w klasie ssakéw, lecz ze wlasnosé bycia ssakiem nalezy do wszystkich
koni, lub proéciej, ze kazdy kon jest ssakiem. Najwazniejszymi pra-
wami tradycyjnej logiki sa prawa sylogizmu kategorycznego. Odpo-
wiadaja one doktadnie prawom z teorii klas, podobnym do podanych
wyzej dwéch praw i odpowiednio nazwanym. Np. pierwsze z omawia-
nych praw sylogizmu przyjmuje w starej logice nastepujaca postac:

Jesli kazde M to P i kazde S to M, to kazde S to P.

Mamy tu najstynniejsze prawo tradycyjnej logiki, znane jako prawo
sylogizmu BARBARA.

8§25 Dzialania na klasach

Zajmiemy si¢ teraz pewnymi dziatlaniami, w wyniku ktérych — gdy
wykonuje sie¢ je na danych klasach — powstaja nowe klasy.

Majac dowolne dwie klasy K i L, mozemy utworzy¢ nowa klase
M, zawierajaca jako elementy te i tylko te przedmioty, ktore naleza
badz do klasy K, badz do klasy L. Mozna by powiedzie¢, ze klase M
uzyskujemy przez doltaczenie elementéw klasy K do elementéow klasy
L. Dzialanie to nosi nazwe DODAWANIA KLAS, klase M nazywamy
SUMA KLAS K 1 L i oznaczamy symbolem:

KUL (lub K + L).

Inne dziatanie na dwéch klasach K i L, zwane MNOZENIEM KLAS
polega na utworzeniu nowej klasy M, zawierajacej jako elementy te i
tylko te przedmioty, ktore naleza zaréwno do klasy K, jak L. Klase
M nazywa sie ILOCZYNEM lub SKRZYZOWANIEM KLAS K 1 L i oznacza
symbolem:

3Jako pierwszy relacje te zbadal wyczerpujaco matematyk francuski J. D.
GERCONNE (1771-1859).
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KNL (lub K - L).

Oba te dziatania czesto stosuje sie w geometrii; niekiedy dogod-
nie jest postugiwaé sie nimi przy definiowaniu nowych rodzajéw figur
geometrycznych. Na przyklad, wyobrazmy sobie, ze wiemy juz, co sie
rozumie przez pare dopetniajacych sie katéw. W takim razie mozemy
zdefiniowaé¢ poét-ptaszczyzne — lub kat prosty — jako sume dwdch do-
pelniajacych sie katow (kat traktujemy tu jako obszar katowy, tj. jako
czesS¢ plaszczyzny ograniczonej przez dwie pol-proste, nazywane ra-
mionami kata). Lub, jesli wezmiemy pod uwage dowolne kotlo i kat,
ktorego wierzchotek lezy w srodku kota, to skrzyzowaniem tych dwdoch
figur jest figura, zwana wycinkiem kotowym.

Dodajmy jeszcze dwa przyktady z zakresu arytmetyki: suma zbio-
ru wszystkich liczb dodatnich i zbioru wszystkich liczb ujemnych jest
zbior wszystkich liczb réznych od 0; skrzyzowaniem zbioru wszystkich
liczb parzystych i zbioru wszystkich liczb pierwszych jest zbiér, za-
wierajacy tylko jeden element — liczbe 2, bowiem liczba ta jest jedyna
parzysta liczba pierwsza.f

k k%

Dodawaniem i mnozeniem klas rzadza rozmaite prawa. Niektére
z nich sa w pelni analogiczne do pewnych praw arytmetyki, dotycza-
cych dodawania i mnozenia liczb — stad wlaénie wziely sie terminy
ydodawanie klas” i ,mnozenie klas”. Jako ich przyklady przytoczymy
PRAWO PRZEMIENNOSCI i PRAWO LACZNOSCI dla dodawania i mno-
zenia klas:

Dla dowolnych klas K + L, KUL=LUK i KNL=LNK.
Dla dowolnych klas K, L i M, KU(LUM)=(KUL)UM i
Kn(LNnM)=(KNnL)nM.

Analogia z odpowiednimi prawami arytmetyki staje sie oczywista,
kiedy symbole ,U” i ,N” zastapimy zwyklymi znakami dodawania i
mnozenia, ,+" i ,-".

Inne prawa jednakze odbiegaja znacznie od praw arytmetyki; cha-
rakterystycznego przyktadu dostarcza tu PRAWO TAUTOLOGII:

Dla dowolnej klasy K, KUK=K i KNK=K.

TPrzypominamy, ze liczba pierwsza to liczba naturalna (por.odsylacz na
str.51), wigksza od jeden i podzielna tylko przez jeden i przez siebie.
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Prawo to staje sie oczywiste, gdy uswiadomimy sobie sens symboli
2K UK” i1 K NK”; dotaczajac do elementéw klasy K elementy tej
samej klasy, nic przez to wtasciwie nie dodajemy, a wiec w wyniku
otrzymujemy znowu klase K.

k) X 3k

Chcemy wspomnie¢ o jeszcze jednym dziataniu, ktére tym sie rézni
od dodawania i mnozenia, ze wykonujemy je nie na dwoch, ale na jed-
nym zbiorze. Jedli mamy dana klase K, to dzialanie to sprowadza sie
do utworzenia tzw. UZUPELNIENIA lub DOPELNIENIA KLASY K, ktore
jest klasa wszystkich przedmiotéw nie nalezacych do K. Uzupelnienie
klasy K oznacza sie przez:

K'.
Na przyktad, jesli klasa K jest zbiorem wszystkich liczb catkowitych,
a dziedzing teorii — zbidr liczb rzeczywistych, to wszystkie utamki
wladciwe 1 wszystkie liczby niewymierne naleza do zbioru K.

Jako przyktady praw, ktore rzadza pojeciem uzupelnienia i usta-
laja jego zwiazek z rozwazanymi wczesniej pojeciami podstawowymi,
podamy nastepujace dwa twierdzenia:

Dla dowolnej klasy K, KUK'=V.

Dla dowolnej klasy K, K NK' =0.
Pierwsze z tych twierdzen nazywamy teorioklasowym PRAWEM WY-
LACZOIT\{rEGO SRODKA, drugie za$ — teorioklasowym PRAWEM SPRZECZ-
NOSCI.

TOba te prawa sa bezposrednimi odpowiednikami praw rachunku zdaniowego o
analogicznych nazwach: ,p V ~ p”, ,~ (p A ~ p)”. W istocie, mozna tatwo spraw-
dzié, ze podane wyzej prawa teorioklasowe wynikaja wprost ze wspomnianych tu
dwoch praw. (Patrz tez: éwiczenie *14.) — Przy tej okazji wr6émy do wcezesniej-
szego tematu, mianowicie, do ogdlnych rozwazan o zdaniach w rozdziale II. Pod-
stawowym milczacym ich zalozeniem jest to, ze dane zdanie musi byé prawdziwe
lub falszywe. Mozna by zatem powiedzieé, ze te dwa prawa rachunku zdaniowego
cofaja nas do poczatkowych przestanek. Rzecz jasna, rozwazano zdania, ktérych
prawdziwosé lub falszywosé wydaja sie nieokreslone; powiedzmy, zdania odno-
szace sie do wydarzen w przysztosci. Wtedy watpliwa tez staje si¢ waznos$é prawa
wylaczonego srodka. — W tym kontekscie interesujace moze by¢ to, ze warianty al-
ternatywy prawdziwy-fatszywy rozstrzasano nie tylko w dysputach filozoficznych,
ale réwniez w teoriach logicznych. Zmodyfikowano 6wczesny rachunek zdaniowy,
by dopuscié trzy lub wiecej wartosci logiczne (por. § 13; jako pierwszy teorie ta-
kie proponowal LUKASIEWICZ, wspominany w odsylaczu na str. 20). W zasadzie
teoriami tymi mozna by objaé np.algebre klas; nalezatoby wéwczas zmodyfiko-
waé rozmaite teorioklasowe prawa, np. teorioklasowe prawo wylaczonego srodka.
W praktyce jednak alternatywa prawdy i falszu pozostaje standardows podstawa
logiki i matematyki.
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* % %

Relacje miedzy klasami i dzialania na klasach, z ktérymi sie zapo-
znaliSmy, a takze pojecia klasy pelnej i klasy pustej, stanowia przed-
miot badan odrebnej galezi teorii klas; jest ona okreslana jako AL-
GEBRA KLAS lub RACHUNEK KLAS, poniewaz prawa, dotyczace tych
relacji i dziatan, maja charakter prostych formul, przypominajacych
wzory rachunku arytmetycznego.

8§26 Klasy réwnoliczne, liczba kardynalna klasy,
klasy skonczone i nieskoniczone; arytmetyka jako czesé
logiki

*Wérdd pozostatych pojeé, ktére stanowia przedmiot teorii klas, na
baczna uwage zastuguje grupa, ztozona z takich poje¢, jak klasy row-
noliczne, liczba kardynalna klasy, klasy skoniczone i nieskonczone.
Niestety, sa to pojecia trudne i mozemy oméwié je tu tylko pobieznie.

X Xk X

Jako przyklad dwéch KLAS ROWNOLICZNYCH lub ROWNOWAZ-
NYCH, moga stuzyé zbiory palcéw prawej i lewej dloni. Zbiory te
sa réwnoliczne, jako ze palce obu dloni daja sie polaczyé w pary,
przy czym: (i) kazdy palec nalezy tylko do jednej pary; (i) kazda
para zawiera tylko jeden palec lewej i jeden palec prawej dloni. W
analogicznym sensie réwnoliczne sa trzy nastepujace zbiory: zbiér
wszystkich wierzchotkéw, zbidér wszystkich bokow oraz zbidr wszy-
stkich katéw danego wieloboku. Pdzniej, w paragrafie 33, bedziemy
w stanie podaé¢ doktadna i ogblna definicje pojecia klas réwnolicznych.

WeZmy teraz pod uwage dowolna klase K. Otoz istnieje pewna
wtlasnosé, ktora przystuguje wszystkim klasom réwnolicznym z K, a
nie przystuguje zadnym innym klasom, mianowicie, wtasnos¢ réwno-
licznosci z klasa K. Wlasnosé te nazywamy LICZBA KARDYNALNA
KLASY K, jej MOCA lub LICZBA ELEMENTOW. Mozna wyrazié¢ to
zwiezlej i $cislej, ale nieco abstrakcyjnie méwiac, ze liczba kardynal-
na klasy K jest to klasa wszystkich klas réwnolicznych z K (przy
czym nalezy dodaé, ze liczba kardynalna jest klasa drugiego rzedu
zawierajaca jako elementy klasy pierwszego rzedu). W szczegdlnosci
oznacza to, ze dwie klasy (pierwszego rzedu) K i L maja te sama
liczbe kardynalna wtedy i tylko wtedy, gdy sa réwnoliczne.
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Ze wzgledu na liczbe elementéw, klasy dzielimy na skonczone i
nieskonczone; wsréd pierwszych wyrdzniamy klasy nie zawierajace
zadnych elementéw, klasy sktadajace sie z jednego, dwdch, trzech
elementow, itd. Pojecia te najlatwiej zdefiniowaé na gruncie arytme-
tyki. Niech n bedzie dowolna liczba naturalna (tj. nie-ujemna liczba
calkowita). Powiemy, ze KLASA K SKLADA SIE Z n ELEMENTOW, jesli
K jest rownoliczna z klasg wszystkich liczb naturalnych mniejszych
niz n. I tak, klasa sklada sie z 2 elementéw, jesli jest réwnoliczna
z klasa wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 2, czyli z klasa
sktadajaca sie z liczb 01 1. Podobnie, klasa sktada sie z trzech elemen-
tow, jesli jest réwnoliczna z klasa zawierajaca jako elementy liczby 0,
11 2. Ogolnie, klase K nazywamy SKONCZONA, jesli istnieje liczba
naturalna n taka, ze klasa K zawiera n elementéw; w przeciwnym
razie klase nazywamy NIESKONCZONA.

Mozliwa jest rowniez inna metoda postepowania. Okazuje sig, ze
wszystkie rozwazane ostatnio terminy daja sie zdefiniowaé za pomoca
terminéw czysto logicznych, bez odwolywania sie do pojeé z zakresu
arytmetyki. Np. mozemy powiedzie¢, ze klasa K sklada sie z jednego
tylko elementu, jesli klasa ta spelnia nastepujace dwa warunki: (i)
istnieje x takie, ze x € K; (ii) dla dowolnego y iz, jesSliy € Kiz € K,
to y = z (przy czym mozna zastapi¢ je jednym warunkiem: ,istnieje
doktadnie jedno x takie, Ze x € K”; por. §20)." W analogiczny sposob
definiujemy zwroty: ,klasa K skiada sie z dwoch elementow”, ,klasa
K sklada sie z trzech elementow”, itd. Zagadnienie staje sie znacznie
trudniejsze, kiedy przychodzi nam zdefiniowaé¢ terminy ,klasa skon-
czona” i ,klasa nieskonczona”, ale rowniez w tych przypadkach udato
sie je pomyslnie rozwiazaé (por. § 33), tak, ze wszystkie rozwazane po-
jecia weszly w zakres logiki.

Okazuje sig, ze okoliczno$é¢ ta pociaga za soba niezmiernie cie-
kawa i doniosty konsekwencje; mianowicie, samo pojecie liczby oraz
wszystkie inne pojecia z zakresu arytmetyki daja sie zdefiniowaé na
gruncie logiki. Rzeczywiscie, tatwo jest ustali¢ sens symboli, ozna-
czajacych poszczegdlne liczby naturalne, takie jak ,0”7, ,,17, ,2” itd.
Na przyktad liczbe 1 mozna zdefiniowaé, jako liczbe elementéw — czy

"W tym miejscu zwréémy uwage na to, ze tu i nie tylko tu trzeba odrézniaé
przedmiot od jedno-elementowej klasy, ktorej elementem jest dany przedmiot; ta-
kie jednoelementowe klasy niekiedy nazywa si¢ SINGLETONAMI. Zauwazmy zwlasz-
cza, ze dziedzine teorii stanowi zbiér wszystkich indywidualnych przedmiotow,
podczas gdy zbiér odpowiednich singletonéw jest zbiorem drugiego rzedu, ktéry
mozemy tu oznaczy¢ zwrotem: ,liczba kardynalna jeden”.
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tez, jako liczbe kardynalng — klasy, ktora sklada sie z jednego ele-
mentu. (Definicja taka wydaje sie niepoprawna i pozornie zawiera
bledne kotlo, jako ze stowo ,jeden”, ktore jest definiowane, wyste-
puje w definiensie. Naprawde jednak zadnego bledu nie ma, ponie-
waz zwrot ,sklada sie z jednego elementu” traktujemy jako calo$é,
a sens tej calo$ci wyjasniliémy juz wczesniej.) Nietrudno tez zde-
finiowaé¢ ogdlne pojecie liczby naturalnej: liczba naturalna jest to
liczba kardynalna klasy skonczonej. Umiemy nastepnie zdefiniowaé
wszystkie dzialania na liczbach naturalnych, jesteSmy w stanie roz-
szerzy¢ pojecie liczby przez wprowadzenie utamkéw, liczb ujemnych,
niewymiernych, nie wykraczajac przy tym ani na chwile poza granice
logiki. Wiecej, potrafimy uzasadnié¢ wszystkie twierdzenia arytmety-
ki, opierajac si¢ wylacznie na prawach logiki (trzeba tylko w tym celu
wzbogaci¢ uktad praw logicznych jednym zdaniem, ktére intuicyjnie
jest mniej oczywiste od innych, mianowicie tak zwanym AKSJOMA-
TEM NIESKONCZONOSCI, ktéry orzeka, ze istnieje nieskonczenie wiele
réznych przedmiotéw'?). Cala ta konstrukcja jest bardzo abstrak-
cyjna, nietatwo jg spopularyzowaé i nie nadaje sie ona do elementar-
nego wyktadu arytmetyki. W ksiazce nie staramy sie przystosowaé
do tej koncepcji, liczby zas traktujemy jako indywidua, a nie jako
wlasnosci, czy tez klasy klas. Sam jednak fakt, Ze dalo sie ugrunto-
wal calg arytmetyke wraz ze wszystkimi opartymi na niej naukams
— algebrq, rachunkiem rozniczkowo-catkowym, analizg matematyczng
itd. — jako dzial czystej logiki, przedstawia jedng z najpiekniejszych
zdobyczy badari logicznych.**

Cwiczenia

1. Niech K bedzie zbiorem wszystkich liczb mniejszych od % Ktore
z nastepujacych wzoréw sg prawdziwe:

0eK, 1€K, 2€K, 2K, 2eK?

t1Scidlejsze sformulowanie aksjomatu nieskoriczonosci brzmi nastepujaco: Ist-
nieje nieskornczony zbiér. Innymi stowy, nie tylko potrzebujemy nieskonczenie
wiele réznych przedmiotéow, ale musimy réwniez byé w stanie utworzy¢ z nich
zbiér (ktéry z kolei bedzie podlegal prawom ogélnej teorii zbioréw).

4Podstawowe idee w tym zakresie pochodzg od FREGEGO (por. ods. 2, str. 20),
ktéry rozwinal je po raz pierwszy w interesujacej ksiazce Die Grundlagen der
Arithmetik (Breslau 1884). Idee FREGEGO zostaly zrealizowane w sposéb systema-
tyczny i wyczerpujacy przez WHITEHEADA i RUSSELLA w Principia Mathematica
(por. ods. 1, str. 20).
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2. Rozwazamy nastepujace cztery zbiory:
(a) zbiér wszystkich liczb dodatnich,
(

b) zbiér wszystkich liczb mniejszych od 3,

)
(¢) zbiér wszystkich liczb x takich, ze z + 5 < 8,
)

(d) zbidér wszystkich liczb x speliajacych funkcje zdaniowa
WL < 227,

Ktore z tych zbioréw sa identyczne, a ktoére — rézne?

3. Jak nazywamy w geometrii zbiér wszystkich punktéow w prze-
strzeni, ktérych odleglosé od danego punktu (wzglednie od danej
prostej) nie jest wigksza od danego odcinka?

4. Niech K i L beda dwoma koncentrycznymi kotami, przy czym
promien pierwszego niech bedzie mniejszy od promienia drugiego.
Ktéra z relacji omawianych w §24 zachodzi miedzy tymi kotami?
Czy ta sama relacja zachodzi migdzy okregami tych két?

5. Narysowaé dwa kwadraty K i L w ten sposob, by speilniony byt
po kolei kazdy z nastepujacych warunkéw:

(a) K =1L,
(b) kwadrat K jest czescia kwadratu L,

¢) kwadrat K zawiera w sobie kwadrat L jako czes¢,

)
(c)
(d) kwadraty K i L sie pokrywaja,
(e) kwadraty K i L sa rozlaczne.

Ktére z tych przypadkéw nie zachodza, jesli (i) kwadraty musza
by¢ przystajace; (ii) jesli wezmiemy pod uwage nie kwadraty lecz ich
obwody.

6. Niech x i y beda dwiema dowolnymi liczbami, przy czym niech

r < y. Pamietamy, ze zbiér liczb, ktére nie sg mniejsze od x i nie

sa wigksze od y nosi nazwe PRZEDZIALU (dokladniej, PRZEDZIALU

DOMKNIETEGO) o koncach x i y i oznaczamy go symbolem [z, y]”.
Ktére z ponizszych wzoréw sa poprawne (tj. prawdziwe)?

(a) [3,5] < [3,6],
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(b) [4,7] C [5,10],
(c) [=2,4] 2[=3,5],
(d) [~7,1] 2[5, 2]

Ktére z podstawowych relacji zachodza miedzy danymi przedzia-
tami w nastepujacych przyktadach?

(e) [2,4] i [5,8],

7. Czy nastepujace zdanie (ktére ma te sama strukture, co prawa
sylogizmu kategorycznego, podane w §24) jest prawdziwe?

dla dowolnych klas K, L i M,
jesli K jest rozlgezna z L i L jest rozlgezna z M,
to K jest rozlgczna z M.
8. Przetlumaczy¢ nastepujace wzory na zwykly jezyk:
(a) 2=y < Vik(z € K < ye€ K),
(b) K=L<Vy(xre K—xel).

Ktore z praw wspomnianych w § § 22 i 24 s wyrazone tymi wzorami?
Jakie zmiany nalezaloby wprowadzi¢ po obu stronach réwnowaznosci
(b), by otrzymadé definicje symboli ,C” i ,D "7

9. Niech ABC' bedzie dowolnym tréojkatem, a D dowolnym punktem
lezacym na odcinku BC'. Jakie figury powstana z sumy dwdch trojka-
tow ABD i ACD oraz z ich iloczynu? OdpowiedZ wyrazi¢ wzorami.

10. Przedstawi¢ dowolny kwadrat jako:
(a) sume dwdéch trapezoidéw,

(b) skrzyzowanie dwéch tréjkatow.

11. Ktoére z ponizszych wzoréw sa prawdziwe (por.z ¢wiczeniem 6)?

(a) [2,33]U[3,5] = [2,5],
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(b) [_17 2] U [07 3] = [07 2}7
(c) [-2,8]N[3,7) =[-2,8],
(d) [2,43]N[3,5] = [2,3].

We wzorach btednych poprawi¢ wyrazenia, stojace po prawej stro-

nie znaku ,,=".

12. Niech K i L beda dwiema dowolnymi klasami. Jakimi klasami sa
KULi KNL w przypadku K C L? W szczegdlnosci, jakimi klasami
sa KUV, KNV, QUL oraz®N L?

Wskazowka: Odpowiadajac na drugie pytanie, nalezy pamietaé o po-
danym w § 24 prawie dotyczacym klas V i O.

13. Sprébowaé wykazaé, ze dowolne klasy K, L i M spelniaja naste-
pujace wzory:

() KCKUL i KDKNL,

(b KN(LUM)=(KNL)U(KNM) i
KU(LNnM)=(KUL)Nn(KUM),

(c) (K') =K,
(d) (KULY=K'nL i (KNL/=KUL.

Wzory (a) nazywamy PRAWAMI SYMPLIFIKACJI (dla dodawania i
mnozenia klas); wzory (b) sa PRAWAMI ROZDZIELNOSCI (dla mno-
zenia klas wzgledem dodawania i dla dodawania wzgledem mnoze-
nia); wzor (c) jest PRAWEM PODWOJNEGO UZUPELNIENIA; natomiast
wzory (d) sa teorioklasowymi PRAWAMI DE MORGANA.® Ktére z
tych praw sg odpowiednikami praw arytmetyki?

Wskazéwka: Aby udowodnié¢ np. pierwszy z wzoréw (d), wystarczy
wykazaé, ze klasy (K U L) i K' N L' skladaja sie calkowicie z tych
samych elementéw (por.§24). Do tego celu potrzebujemy definicji z
§25, a ponadto musimy sobie wyjaénié¢, kiedy przedmiot x nalezy do
klasy (K U L)', kiedy za$ do K'N L.

*14. Miedzy prawami rachunku zdaniowego podanymi w §§12 i
13 oraz w ¢wiczeniu 14 w rozdziale II z jednej strony, a prawami
algebry klas podanymi w §§24 i 25 oraz w poprzednim ¢wiczeniu
— 7 drugiej, zachodzi daleko idace podobienstwo struktur (wykazane

®por. ods. 6, str. 53.
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réwniez przez analogie ich nazw). Opisaé szczegblowo, gdzie lezy to
podobienstwo i poprébowaé znalezé ogblne wyjasnienie tego zjawiska.

W § 14 zapoznaliSmy sie z prawem kontrapozycji rachunku zda-
niowego; sformutowaé¢ analogiczne prawo dla algebry klas.

15. Uzywajac zapisu:
wprowadzonego w § 22, mozemy zapisaC definicje sumy dwodch klas w
nastepujacy sposob:

KUL={z: v€ KVxe€ L};

ale rowniez jest mozliwe podaé te definicje w zwyktej postaci réwno-
waznosci (bez uzycia tego zapisu):

[te (KUL)| < [xe KVxelLl.

Sformutowaé analogicznymi dwoma sposobami definicje klasy pel-
nej, klasy pustej, illoczynu klas i uzupelnienia klasy.

16. Roéznica dwoch danych klas K i L, wyrazona za pomocg symboli:
K — L, jest klasag M zdefiniowana wzorem:

M={x: ze KN~ (x € L)}

Jedli K jest klasa wszystkich liczb catkowitych, a L — klasa ujemnych
liczb catkowitych, to czym sa K — L i L — K7 Ktére z nastepujacych
wzorow sa spelnione przez wszystkie klasy?

(K-L)UL=KUL, K—(K—-L) =1,
i L—(K—-L)=L?

*17. Czy istnieje taki wielobok, w ktérym zbiér wszystkich bokdéw
jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich przekatnych?

*18. Jan pracuje w poniedzialki, $rody i pigtki, Piotr natomiast
pracuje w poniedzialki, wtorki, $rody i czwartki. Niech K bedzie
zbiorem dni pracy Jana, L zas — zbiorem dni pracy Piotra. Jaki
procent liczby elementéw K U L jest w K N L? Odpowiedzie¢ na to
samo pytanie, zastapiwszy K N L przez K — L (patrz ¢wiczenie 16).

*19. Nastepujace dwa wyrazenia zapisaé¢ réwnowaznymi wzorami,
uzywajac wylacznie symboli logicznych:
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(a) klasa K sklada sie z dwdch elementiow,
(b) klasa K sklada sie z trzech elementow.
*20. Ktoére z nastepujacych zbiordéw sg skonczone, a ktore — nieskon-
czone?
(a) zbiér wszystkich liczb naturalnych x takich, ze 0 <z i = < 4,
(b) zbiér wszystkich liczb wymiernych x takich, ze 0 <z i z < 4,
(c) zbiér wszystkich liczb niewymiernych x takich, ze 0 < x i

T < 4.

21. Dla kazdego z nastepujacych wyrazen okresli¢, czy jest ono
zdaniem, funkcja zdaniowa, oznaczeniem (inaczej, nazwa) czy funk-
cja oznaczeniowa (nazwowa) i podaé, ktére zmienne wystepuja jako
wolne, a ktoére jako zwiazane:

(a) {z:22=9A0<2a},

(b) Vi o(K C L' — 3.[z € KA~ (2 € L)),
(c) KU{y: ye LA~ (y€K)},

(d) 9€{z:3y(x =y}
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O teorii relacji

827 Relacje, ich dziedziny i przeciwdziedziny;
relacje i funkcje zdaniowe z dwiema zmiennymi
wolnymi

Juz w poprzednich rozdziatach byta mowa o kilku RELACJACH mie-
dzy przedmiotami. Przyktadami relacji zachodzacych miedzy dwoma
przedmiotami, moze by¢ identycznos$é (réwnosé) i réznosé. I tak,
wzOr:

r=y

odczytuje si¢ czasami:
x pozostaje w relacyi identycznosci 2 y
lub:
miedzy x 1y zachodzi relacja identycznosci,

”

a o symbolu ,=" moéwi sie, ze oznacza relacje identycznosci. Analo-

gicznie, wzor:

TFY

odczytamy czasem:
T pozostaje w relacji réznosci z y
lub:

miedzy x 1y zachodzi relacja rozZnosci,
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a o symbolu ,#” powiemy, ze oznacza relacje réznosci. Zetkneli-
$my sie ponadto z pewnymi innymi relacjami, ktére zachodza miedzy
klasami — relacjami zawierania sie, krzyzowania sie i rozlacznosci.
Oméwimy teraz pewne pojecia z zakresu TEORIT RELACJI, stanowig-
cej odrebny, bardzo wazny dzial logiki; w teorii tej rozwaza sie¢ relacje
o dowolnym charakterze i ustala ogélne prawa, ktére ich dotycza.!

Dla ulatwienia rozwazan wprowadzamy specjalne zmienne: ,R”,
»97, ..., ktore stuzg do oznaczenia relacji. Zamiast zwrotow:

przedmiot x pozostaje w relacji R z przedmiotem y
oraz:
przedmiot x nie pozostaje w relacji R z przedmiotem y
bedziemy uzywaé odpowiednio symbolicznych skrotéw:
xRy i ~(xzRy)

(wykorzystujac znak negacji z rachunku zdaniowego, por.§13); be-
dziemy tez postugiwaé sie skrétowymi zwrotami w rodzaju: , relacja
R zachodzi miedzy x @ y”.

Jedli przedmiot x pozostaje w relacji R z przedmiotem y, to x
nazywamy POPRZEDNIKIEM RELACJI R, za$ przedmiot y, dla ktérego
istnieje przedmiot x taki, ze

xRy

nosi nazwe NASTEPNIKA RELACJI R. Klasa wszystkich poprzednikéw
relacji R znana jest jako DZIEDZINA, zas$ klasa wszystkich nastepnikow
— jako PRZECIWDZIEDZINA (lub DZIEDZINA ODWROTNA) RELACJI R.Y
Na przyktad kazde indywiduum jest rownoczesnie poprzednikiem i
nastepnikiem relacji identycznosci, a zatem zaréwno dziedzing, jak
przeciwdziedzing tej relacji jest klasa pelna.

* ok %

!Teoria relacji, a zwtaszcza dzial znany jako algebra relacji (por.§28), zaw-
dzigcza swe powstanie DE MORGANOWI i PEIRCE’OWI (por.odnosénik 6 na str.
53 i odnosnik 2 na str.14), ktérych prace rozwinal i dokonczyl niemiecki lo-
gik E. SCHRODER (1841-1902). Algebra und Logik der Relative (Leipzig 1895)
SCHRODERA, trzeci tom jego dziela Vorlesungen dber die Algebra der Logik, do
dzi$ jest jedynym wyczerpujacym ujeciem algebry relacji.

YDziedzina i przeciwdziedzina bywaja tez nazywane, odpowiednio, LEWA i
PRAWA DZIEDZINA (przyp. ttum.).
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W teorii relacji — podobnie jak w teorii klas — mozemy wyréznié
relacje réznych rzedéw. RELACJAMI PIERWSZEGO RZEDU s3 relacje,
ktore zachodza miedzy indywiduami. RELACJE DRUGIEGO RZEDU
zachodza miedzy przedmiotami — klasami lub relacjami — pierwszego
rzedu, itd. Mamy tu do czynienia z sytuacja nieco bardziej skompliko-
wang, bowiem czesto przychodzi nam rozwazaé relacje ,mieszane”,
w ktérych poprzednikami sg, powiedzmy, indywidua, nastepnikami
za$ — klasy; czy tez takie relacje, ze poprzednikami sa klasy pierw-
szego rzedu, a nastepnikami — klasy drugiego rzedu. Najwazniejszym
przykladem relacji tego rodzaju jest relacja miedzy elementem a kla-
sa, do ktorej element 6w nalezy; jak pamietamy z § 21, relacje taka
oznaczamy symbolem ,,€”. — Podobnie jak w przypadku klas, rozwa-
zaé¢ bedziemy przede wszystkim relacje pierwszego rzedu, ale pojecia
przez nas omowione dadza sie zastosowaé rowniez do relacji wyzszych
rzedéw, co tez kilkakrotnie wykonamy.

* ok %

Przyjmujemy, ze kazdej funkcji zdaniowej o dwoch zmiennych wol-
nych ,x” i ,y” odpowiada pewna relacja, ktora zachodzi miedzy da-
nym przedmiotem x a danym przedmiotem y wtedy i tylko wtedy,
gdy x i y spelniaja dana funkcje zdaniowa. O funkcji zdaniowej ze
zmiennymi wolnymi — tu: ,x” i .7 — méwi sie wtedy, ze wyraza
pewng relacje. Na przyktad funkcja zdaniowa:

z+y=0

wyraza relacje posiadania przeciwnego znaku, lub krocej — relacje
przeciwienstwa; inaczej méwiac, liczby x i y sa w relacji przeciwien-
stwa wtedy i tylko wtedy, gdy « + y = 0. Jesli relacje te oznaczymy
symbolem ,,P”, to wzory:

Py

oraz
z+y=0

sg sobie réwnowazne. W analogiczny sposéb mozemy znalezé odpo-
wiednig relacje dla dowolnej funkcji zdaniowej, ktérej jedyne zmienne
wolne oznaczone sg symbolami ,z” i ,y” i przeksztalcié¢ te funkcje w
réwnowazny jej wzoér postaci:

TRy
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gdzie zamiast ,,R” wystepuje symbol stalty, bedacy nazwa owej relacji.
Wzor:

xRy

mozemy zatem uwazaé za ogdlng postaé funkcji zdaniowej o dwdoch
zmiennych wolnych, podobnie jak wzoér:

reK

przedstawia ogdlna postaé funkeji z jedna zmienna wolna (por. § 22).

828 Algebra relacji

Teoria relacji tworzy bardzo rozwinieta gataz logiki matematycznej.
Jeden z jej dzialéw, ALGEBRA (lub RACHUNEK) RELACJI przypomina
rachunek klas, zas gléwnym jego celem jest ustalenie praw formal-
nych, rzadzacych dzialaniami, za pomoca ktérych mozna z danych
relacji tworzy¢ inne.

W algebrze relacji rozwazamy przede wszystkim grupe pojeé, ktore
— oznaczone zwykle przez te same symbole i podlegajace tym samym
prawom — sg dokladnymi odpowiednikami poje¢ z zakresu algebry
klas. (By uniknaé¢ dwuznacznosci, oczywiscie, moglibySmy w algebrze
relacji zastosowac inne symbole — na przyktad nad symbolami algebry
klas umiescié¢ kropke.)

Mamy zatem w algebrze relacji dwie szczegdlne relacje — RELA-
CJE UNIWERSALNA V oraz RELACJE PUSTA (), przy czym pierwsza z
nich zachodzi miedzy dwoma dowolnymi indywiduami, druga zas nie
zachodzi miedzy zadnymi elementami rozwazanej klasy.

Poza tym mamy rozmaite relacje miedzy relacjami, np. RELACJE
INKLUZJI, czyli ZAWIERANIA. Mowimy, ze relacja R jest ZAWARTA w
relacji S, a symbolicznie:

RCS,

jesli miedzy dwoma przedmiotami zawsze zachodzi S, o ile zachodzi
miedzy nimi R; innymi stowy, jeli dla dowolnego z i y wzér:

TRy



Algebra relacji 97

pociaga za soba:
xSy.

Na przyklad z arytmetyki wiemy, ze ilekro¢
x <y,

to
T #Y;

zatem relacja mniejszodci zawarta jest w relacji réznosci.
Jesli rownoczes$nie

RCS i SCR,

innymi stowy, jesli dla tych samych par przedmiotéw zachodzg relacje
R i S, to relacje te sg identyczne:

R=25.
Nastepnie mamy SUME DWOCH RELACJI R 1 S, symbolicznie:
RUS,
oraz ILOCZYN lub SKRZYZOWANIE R 1 S, symbolicznie:
RNS.

Suma relacji, R U S, zachodzi miedzy dwoma przedmiotami wtedy i
tylko wtedy, gdy zachodzi miedzy nimi przynajmniej jedna z relacji
R lub §; inymi stowy wzdér:

z(RUS)y
jest réwnowazny warunkowi:
zRy lub xSy.

Podobnie definiuje sie iloczyn dwdéch relacji, z tg réznica, ze zamiast
spéjnika lub uzywa sie i. Na przykiad, jesli R jest relacja ojcostwa
(tj.relacja, ktora zachodzi miedzy dwiema osobami = i y wtedy i
tylko wtedy, gdy z jest ojcem y’a), za$ S jest relacja macierzynstwa,
to RU S jest relacja rodzicielstwa, podczas gdy RN S jest — w tym
przypadku — relacja pusta.

Mamy réwniez NEGACJE lub UZUPELNIENIE RELACJI R, oznaczone
przez:
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R'.

Relacja ta zachodzi miedzy dwoma przedmiotami wtedy i tylko wte-
dy, gdy nie zachodzi miedzy nimi relacja R; inaczej méwiac, dla do-
wolnego x i y réwnowazne sa nastepujace wzory:

xRy i ~ (zRy).

Zauwazmy, ze jesli relacje oznacza symbol staly, to jej uzupelnienie
czesto oznacza tenze symbol przekreslony pionowa lub ukosna kreska.
Na przyktad negacje relacji < zwykle symbolizuje ,, 4" lub ,</” (nie
za$ ,<"").

X Xk X

W algebrze relacji wystepuja tez zupelnie nowe pojecia, nie majace
odpowiednikéw w algebrze klas.

Mamy tu, po pierwsze, dwie szczegblne relacje: IDENTYCZNOSCI i
ROZNOSCI miedzy indywiduami (zreszta juz nam znane z wcze$niej-
szych rozwazan).! W algebrze relacji oznacza sie je specjalnymi sym-
bolami lub literami, np. ,Z” i ,R”, a nie symbolami ,=" i ,#”,
uzywanymi gdzie indziej. Piszemy zatem:

Iy i xRy
zamiast:

r=y 1 xz#y.

Symboli ,=" i ,,#” uzywa si¢ w algebrze relacji wytacznie do ozna-
czenia identycznosci i réznosci miedzy relacjami.

Nastepnie mamy bardzo interesujace i wazne nowe dzialanie, za
pomoca ktérego z dwoch relacji R .S tworzymy trzecia relacje, zwana
ILOCZYNEM WZGLEDNYM lub ZLOZENIEM R i S (zwykly iloczyn dla
odréznienia bywa nazywany ILOCZYNEM BEZWZGLEDNYM). Iloczyn
wzgledny R i S oznaczamy symbolem:

R|S;

relacja ta zachodzi miedzy dwoma przedmiotami x i y wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje obiekt z taki, ze jednoczesnie mamy:

tPowinniémy skomentowaé¢ wprowadzone tu terminy. Otéz zgodnie z tym, co
powiedziano w rozdziale III, identycznosé i réwnosé uwazamy za te sama rela-
cje. Odpowiednim terminem w odniesieniu do relacji uzupetnienia jest ,762n0$¢”,
jak w tekscie. Pojecia réznosci w zadnym wypadku nie nalezy myli¢ z pojeciem
nieréwnodci, ktére wprowadzimy pézniej (w §46), a ktére wymaga znajomosci
specyficznych pojeé arytmetycznych.
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xRz 1 zSy.

Na przykiad, jesli R jest relacja bycia mezem, a S — relacja bycia
corka, to miedzy dwiema osobami x i y zachodzi relacja R | S, o
ile istnieje osoba z taka, ze = jest mezem z’a i z jest cérka y’a; re-
lacja R | S jest wiec relacja bycia zieciem. — Istnieje ponadto inne
dziatanie o podobnym charakterze, ktérego wynik nazywamy SUMA
WZGLEDNA DWOCH RELACJI. Dzialanie to nie odgrywa wiekszej roli
i nie bedziemy go tu omawiac.

Wreszcie, mamy dziatanie, ktore dotyczy tylko jednej relacji R i
wobec tego przypomina tworzenie R'; w wyniku tego dzialania otrzy-
mujemy nows relacje, zwanag KONWERSEM i oznaczang przez:

v

R.

Relacja R zachodzi miedzy x i y wtedy i tylko wtedy, gdy R zachodzi
miedzy y i . Jesli relacje oznaczamy stalym symbolem, to dla ozna-
czenia jej konwersu czesto stosujemy ten sam symbol, lecz napisany w
przeciwnym kierunku. Na przyklad konwersem relacji < jest relacja
>, poniewaz dla dowolnego x i y wzory:

<y i y>z

sa réwnowazne. 't

Ze wzgledu na do$c¢ specjalny charakter algebry relacji, nie bedzie-
my wchodzi¢ w jego dalsze szczegdly.

829 Kilka rodzajow relacji

Zajmiemy si¢ teraz tym dzialem teorii relacji, ktérego zadaniem jest
opisanie i zbadanie réznych rodzajéw relacji (i ich specjalnych wla-
snosci), zwlaszcza rodzajéw relacji czesto spotykanych w matematyce
lub innych naukach.

' Te dwa nowe dzialania sa uzyteczne, kiedy chcemy opisaé wlasnosci poszcze-
gblnych rodzajéw relacji lub okreslonych relacji. (Por.zwlaszcza éwiczenia 16 i
*17 z tego rozdziatu oraz 11 i *12 z rozdzialu VII, a takze §45.) Latwo tez mozna
znalezé pewne prawa ogdlne, dotyczace tych dzialan (por. éwiczenie 4).
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Relacje R nazwiemy ZWROTNA W KLASIE K, jedli kazdy element
x klasy K pozostaje w relacji R do samego siebie:

rRzx;

jesli natomiast zaden element tej klasy nie pozostaje w relacji R do
samego siebie, czyli:

~ (J"Rx)u

to o relacji R méwi sig, ze jest PRZECIWZWROTNA W KLASIE K. Re-
lacja R jest SYMETRYCZNA W KLASIE K, jesli dla dowolnych dwéch
elementéw x i y klasy K, wzér:

xRy
zawsze pocigga za soba:
yRzx.
Jesli jednak wzér:
xRy
zawsze pocigga za soba:
~ (yRz),

to o relacji R méwi sie, ze jest ASYMETRYCZNA W KLASIE K. Relacje
R uwaza si¢ za PRZECHODNIA W KLASIE K, jesli dla dowolnych trzech
elementéw z, y i z klasy K warunki:

zRy i yRz

zawsze pociagaja za soba:
zRz.

Wreszcie, jesli dla dowolnych dwoéch réznych elementéw x i y klasy
K spelniony jest przynajmniej jeden ze wzoréw:

xRy i yRzx,

innymi stowy, jedli relacja R zachodzi miedzy dwoma dowolnymi r6z-
nymi elementami klasy K przynajmniej w jednym kierunku, to o
takiej relacji mowi sie, ze jest SPOJNA W KLASIE K.

W przypadku, gdy K jest klasa pelna (czy, w kazdym razie, dzie-
dzing teorii nauki, ktéra sie¢ interesujemy — por. §23), to zwykle mé-
wimy nie o relacjach, ktére sa zwrotne w klasie K, symetryczne w
klasie K itd., lecz po prostu o relacjach zwrotnych, relacjach syme-
trycznych, itd.
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830 Relacje zwrotne, symetryczne oraz przechodnie

Wyszczegdlnione wyzej wlasnosci relacji wystepuja czesto w pewnych
zespolach. Na przyktad, bardzo jest rozpowszechniony rodzaj relacji,
ktore sa réwnoczesnie zwrotne, symetryczne i przechodnie. Znanym
przyktadem relacji tego typu jest identycznosé. Prawo 11 z § 17 mowi,
ze relacja ta jest zwrotna, zgodnie z prawem III identyczno$é jest re-
lacja symetryczna, a na mocy prawa IV — przechodnia (stad tez od-
powiednie nazwy tych praw). Liczne przyklady relacji tego rodzaju
znajdujemy w geometrii. I tak relacja przystawania jest zwrotna w
zbiorze wszystkich odcinkéw (lub innych figur geometrycznych), jako
ze kazdy odcinek przystaje do samego siebie; relacja ta jest syme-
tryczna, gdyz z tego, ze jeden odcinek jest przystajacy do drugiego,
wynika, ze drugi przystaje do pierwszego; jest ona wreszcie przechod-
nia, jesli bowiem odcinek A przystaje do odcinka B, a odcinek B
przystaje do odcinka C, to réwniez odcinek A przystaje do odcinka
C. Te same trzy wlasnoéci posiadajg relacje podobienstwa miedzy
wielobokami i relacja réwnoleglosci miedzy prostymi (zakladajac, ze
kazda prosta jest réwnolegta do siebie samej), lub — juz spoza geome-
trii — relacja réwieénictwa miedzy ludzmi oraz relacja synonimicznosci
miedzy stowami.

Relacje, ktéra jest réwnoczesnie zwrotna, symetryczna oraz prze-
chodnia, odczuwamy zwykle jako pewna odmiane rownosci. Zamiast
wiec mowié, ze miedzy dwoma przedmiotami zachodzi taka relacja,
mozna réwniez powiedzieé¢ (nie zmieniajac sensu), ze przedmioty te
sg réwne pod takim a takim wzgledem, lub — wyrazajac sie bardziej
precyzyjnie — ze pewne wlasnosci tych przedmiotéw sa identyczne.
Tak wiec zamiast powiedzieé¢, ze dwa odcinki sa przystajace, dwbch
ludzi jest rowiesnikami, a dwa stowa sa synonimami, mozemy réwnie
dobrze stwierdzi¢, ze dwa odcinki sa réwne pod wzgledem dlugosci,
dwéch ludzi jest w réwnym wieku, zas znaczenie dwédch stéow jest
identyczne.

X X X

*Pokazemy na przykladzie, jak dla wyrazen tego typu mozna usta-
li¢ podstawy logiczne. W tym celu rozwazmy relacje podobienstwa
miedzy wielobokami. Pod uwage wezmiemy zbioér wszystkich wielo-
bokéw podobnych do danego wieloboku P (lub po prostu wlasnosé
wspo6lna wszystkim wielobokom podobnym do P i tylko do P, czyli
ksztalt wieloboku P — por. uwagi przy koncu §22.) Ksztalty stanowia
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zatem pewne zbiory wielobokéw (lub pewne wlasnosci wielobokéw).
Robiac uzytek z faktu, ze relacja podobienstwa jest zwrotna, syme-
tryczna i przechodnia, mozemy tatwo pokazaé, ze kazdy wielobok
nalezy do jednego i tylko jednego takiego zbioru, ze dwa podobne
wieloboki nalezg zawsze do tego samego zbioru oraz ze dwa wielobo-
ki, ktére nie sg podobne, nalezg do réznych zbioréw. W konsekwencji
te dwa stwierdzenia:

wieloboki P i Q sq podobne
oraz

wieloboki P i Q majq ten sam ksztalt (czyli ksztalty P i Q sq
identyczne)

sg rOwnowazne.

Czytelnik natychmiast zauwazy, ze raz juz w naszych rozwazaniach
postapiliémy w podobny sposéb, konkretnie w § 26, kiedy dokonywa-
liSmy przeksztalcenia zwrotu:

klasy K 1 L sq rownoliczne
w zwrot rownowazny:
klasy K © L majq te samg liczbe kardynalng.

Bez wigkszego trudu mozna pokazaé, ze przeksztalcenie takie daje
sie zastosowaé do kazdej relacji, ktéra jest zwrotna, symetryczna
i przechodnia. Istnieje zreszta prawo logiczne, zwane ZASADA AB-
STRAKCJI, ktére daje ogdlne teoretyczne podstawy do rozwazanej
procedury przeksztalacania, ale tutaj pominiemy jej doktadne sfor-
mulowanie.*

X Xk X

Do okreslania relacji, bedacych réwnoczesnie zwrotnymi, syme-
trycznymi i przechodnimi, stuzy pewien szeroko rozpowszechniony
termin. Nosza one zwykle nazwe RELACJT ROWNOWAZNOSCIOWYCH,
lub krétko — ROWNOWAZNOSCIT; czasem o takich relacjach méwi sie

TPrzymiotnik ,réwnowazny” wystepuje bardzo czesto w tekstach logicznych
i matematycznych. Konkretnie, jedli w rozwazaniach wprowadzono nowa relacje
réwnowaznosci R i R zachodzi miedzy dwoma przedmiotami, to czesto przedmioty
te bedzie si¢ nazywato réwnowaznymi — dzigki temu nie trzeba szukaé nowej nazwy.
W §37 podamy odpowiedni przyklad. Niekiedy stowa ,réwnowazny” uzywa sie
jako dodatku do innych terminéw. (Mdwi sie tez o réwnowaznych zdaniach, ale
wtedy w gre wchodza inne pojecia; por. § 10, jak réwniez odnosnik na str. 137.)
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jako o réwnosciach.’T W szczegdlnoéei, ,réwnoscig” bywa nazywana
pewna relacja, ktora posiada omawiane tu trzy wlasnoéci, a dwa
przedmioty, miedzy ktérymi ona zachodzi, nazywa sie wowczas row-
nymi. Na przykltad w geometrii — jak juz wspominaliémy w § 16 — o
odcinkach przystajacych czesto sie méwi, ze sg rowne. Podkreslamy
tu raz jeszcze, ze lepiej takich zwrotéw w ogole unikaé; uzywajac ich
wprowadza sie do terminologiii wieloznaczno$¢ i tamie sie umowe,
zgodnie z ktorg terminy ,,rowno$é” i ,identycznosé” winny by¢ trak-
towane jako synonimy.

831 Relacje porzadkujace; przyklady innych relacji

Inny bardzo rozpowszechniony typ przedstawiaja te relacje, ktére w
danej klasie K sa zarazem asymetryczne, przechodnie i spdjne (mozna
tatwo pokazaé, ze relacje te musza by¢ takze przeciwzwrotne w tej
klasie). O relacji posiadajacej te wlasnosci powiadamy, ze USTALA
PORZADEK W KLASIE K lub, ze jest RELACJA PORZADKUJACA W
KLASIE K; méwimy tez, ze klasa K jest UPORZADKOWANA PRZEZ
RELACJE R. Rozwazmy, na przyklad, relacje mniejszosci (czy relacje
mniejszy niz, jak niekiedy mowimy); relacja ta jest asymetryczna w
dowolnym zbiorze liczb, bowiem jedli = i y sg dowolnymi dwiema
liczbami i jesli
r <y,

to
yda, cayli ~(y < a);
relacja ta jest przechodnia, poniewaz wzory:
r<y 1 y<z

zawsze pociggaja za soba:
T < z;

11 Zauwazmy, co nastepuje: Jedli przedmiot z jest identyczny z przedmiotem
y, to miedzy x a y musi zachodzi¢ kazda relacja réwnowaznosci, czego czytel-
nik tatwo dowiedzie. (Mozemy to samo powiedzieé¢ zwiezlej: Jesli R jest relacjq
réwnowaznosci, to T C R.) Wszelako sam fakt, ze relacja réwnowaznosci zachodzi
miedzy dwoma przedmiotami, w zasadzie nie pociaga za sobg ich identyczno-
$ci. Relacja identycznosci jest wiec najbardziej ograniczajaca sposrdéd wszystkich
relacji réGwnowaznosci.
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wreszcie, relacja ta jest spdéjna, gdyz z réznych dwéch liczb jedna
musi by¢ mniejsza od drugiej (relacja ta jest réwniez przeciwzwrotna,
gdyz zadna liczba nie jest mniejsza od siebie samej). Zatem relacja
mniejszosci porzadkuje dowolny zbiér liczb. Analogiczng relacja po-
rzadkujaca dla dowolnego zbioru liczb jest relacja wiekszosci. '

WeZmy teraz pod uwage relacje starszenstwa. Jak tatwo spraw-
dzi¢, relacja ta jest przeciwzwrotna, asymetryczna oraz przechodnia
w dowolnym zbiorze ludzi. Nie musi by¢ natomiast spdjna. Moze sie
przypadkiem tak zdarzyé¢, ze do danego zbioru nalezy dwoéch ludzi,
ktérzy sa dokladnie w tym samym wieku, inaczej moéwiac, urodzili
sie w tej samej chwili. W tym przypadku relacja starszenstwa nie
zachodzi w zadnym kierunku. Jedli jednak weZmiemy zbiér ludzi, w
ktérym nie ma ani jednej réwiedniczej pary, to relacja starszenstwa
bedzie ustanawiata porzadek w tym zbiorze.

* ok %

Znamy wiele relacji, ktére nie sa ani relacjami porzadkujacymi,
ani rownowaznosciami. Przytoczymy kilka przykladdow.

Relacja réznoéci jest przeciwzwrotna w dowolnym zbiorze przed-
miotéw, gdyz zaden przedmiot nie jest rozny od samego siebie. Re-
lacja ta jest symetryczna, bowiem jesli

T #y,

to mamy réwiez
y #

relacja ta nie jest przechodnia, gdyz wzory:

r#y 1 y#z

nie pociagaja za soba wzoru:

T # z;

TNiekiedy przy rozwazaniu pojecia abstrakcyjnego trafiamy na odpowiadajacy
mu byt matematyczny. W matematyce przyjeto sie teraz méwic, ze w takich oko-
licznosciach byt ten po prostu ,jest” rozwazanym pojeciem. I tak, kto$§ méglby
sie wyrazié: ,relacja wiekszosci jest porzadkiem w zbiorze liczb”, mimo ze wy-
obrazamy sobie raczej ten porzadek jako pojecie, nie bedace (binarna) relacja.
Czytelnik, uznawszy taki sposéb ujmowania rzeczy za nieco sztuczny, moze mo-
wié, ze relacja ,ustala porzadek”, jak w tekécie. — Analogiczne uwagi mozna by
wyrazaé odnosnie pojecia ksztaltu, rozwazanego w poprzednim rozdziale.
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relacja ta jest natomiast sp6jna, co natychmiast widac.

Relacja zawierania si¢ miedzy klasami jest — na mocy prawa iden-
tycznosei 1 jednego z praw sylogizmu (por. § 23) — zwrotna i przechod-
nia; nie jest jednak ani symetryczna, ani asymetryczna, poniewaz
wzor:

KCL

ani nie pociaga za soba, ani tez nie wyklucza wzoru:
LCK

(wzory te sa spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy klasy K i L sa iden-
tyczne). Wreszcie, jak nietrudno sie zorientowaé, relacja ta nie jest
spojna. Tak wiec relacja inkluzji rézni sie swymi wlasno$ciami od
relacji, ktére rozwazaliSmy poprzednio.

832 Relacje jednoznaczne czyli funkcje

Zajmiemy sie teraz nieco szczegdlowiej pewna bardzo wazna kategoria
relacji. Relacje R nazywamy RELACJA JEDNOZNACZNA lub FUNK-
CJONALNA lub po prostu FUNKCJA, jeSli kazdemu przedmiotowi x
odpowiada co najwyzej jeden przedmiot y taki, ze x Ry; innymi sto-
wy, o ile wzory:

zRy i zRz

zawsze pociagaja za soba:

Y=z
Poprzedniki relacji R, czyli te przedmioty x, ktérym faktycznie od-
powiadaja przedmioty y takie, ze

TRy,

nazywamy WARTOSCIAMI ARGUMENTU, nastepniki za§ — WARTOSCIA-
MI FUNKCJI R. Niech teraz R bedzie dowolng funkcja,  — jedna z
jej wartosci argumentu. Symbolem ,R(z)” oznaczmy owa jedyna
wartos$¢ funkcji y, ktéra odpowiada wartosci argumentu . Wzér:

xRy
mozemy wiec zastapi¢ przez:

R(z) =y.
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Utarto sie przy tym, zwlaszcza w matematyce, ze dla oznaczenia
zaleznoscei funkcjonalnych uzywamy liter takich jak ,f”, ,¢” ...(a
nie zmiennych ,R”, ,S”, ...), wtedy wzory przybieraja postac:

fl@)=y, g(@)=y,...;
I tak wzor:
f(z) =y,
odczytujemy nastepujaco:
funkcja f przyporzedkowuje wartosci argumentu x warto$c¢ y.

Wzory takie czesto zapisuje si¢ zaczynajac od wartosci funkcji. Os-
tatni wzoér przyjalby woéwczas rownowazng postac:

y = f(x);
odczytaliby$my go:
y jest warto$ciq funkcji f, ktora odpowiada wartosci argumentu x.

* ok %

W wielu starszych podrecznikach algebry elementarnej znajdu-
jemy definicje pojecia funkcji znacznie odbiegajaca od podanej tu
definicji. Relacje funkcjonalng charakteryzuje si¢ tam, jako relacje
miedzy dwiema ,zmiennymi” wielkoSciami lub liczbami: ,zmienna
niezalezng” i ,zmienna zalezng”’, w ten sposob od siebie uzaleznio-
nymi, ze zmiana jednej powoduje zmiane drugiej. Definicji tego ro-
dzaju nie nalezy juz dzi$ uzywaé, gdyz nie wytrzymuja one krytyki
logicznej; sa to pozostalosci z okresu, w ktérym prébowano rozréz-
nia¢ miedzy warto$ciami ,stalymi” a ,zmiennymi” (por.§1). Kto§,
kto pragnie spelnia¢ wymagania nauki wspoélczesnej, nie zrywajac
przy tym calkowicie z tradycja, nie musi odrzucaé¢ dawnej terminolo-
gii — moze obok terminéw ,warto$¢ argumentu” i ,warto$é funkcji”
uzywaé zwrotow ,,wartos¢ zmiennej niezaleznej” i ,,warto$é¢ zmiennej
zaleznej” .t

tTaki spos6b wyrazania sie, z nawiazywaniem do zmiennej niezaleznej i zmien-
nej zaleznej oraz zmian kazdej z nich, spotyka sie niekiedy w kursach wstepnych
rachunku rézniczkowo-catkowego. ChcielibySmy wiec pokazaé na przyktadzie, w
jaki spos6b pojecia podane w tym paragrafie umozliwiaja wlasciwsze sformutowa-
nia. — Niech funkcja f bedzie okreslona wzorem: ,y = x*”. Rozwazamy réznice
lub zmianeg:

(x+1)° —2®=2c+1,

ktéra zinterpretujemy wprowadzajac kilka nowych funkcji: najpierw g, odpowia-
dajaca ,y = = + 17, nastepnie kombinacje f i g, ktéra odpowiada ,y = (z + 1)*”,
wreszcie, funkcje-réznice, ktorej wartosé funkcjonalna w x jest 2x + 1.
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* ok %

Najprostszy przyktad relacji jednoznacznej przedstawia znana juz
nam relacja identycznosci. Jako przyktad funkcji z zycia codziennego
wezmy relacje wyrazona przez funkcje zdaniowa:

ojcem x’a jest y.

(Relacja ta przypomina przyktad z §28 z tym, ze tutaj zamieniono
role z’a i y’a.) Relacja ta jest zaleznoscia jednoznaczna, poniewaz dla
kazdej osoby « istnieje co najwyzej jedna osoba y, bedaca jej ojcem.
Aby uwypukli¢ funkcjonalny charakter tej relacji do powyzszego sfor-
mutowania dodamy przymiotnik ,,rodzony”

rodzonym ojcem x’a jest y
mozemy tez napisac:
y jest tg samg osobg co rodzony ojciec x’a.

Taka zmiana wyjsciowego wyrazenia, polaczona ze wstawieniem do-
datkowego stowa i dalszym przeformutowaniem, stuzy w jezyku co-
dziennym temu samemu celowi, co przejscie (przy uzyciu naszych
symboli) od wzoru:

xRy
do wzoru:
R(z) =y
i do wzoru:
y = f(x).

Zauwazmy tez, ze pojecie funkcji odgrywa bardzo istotna role w
naukach matematycznych. Istnieje osobna galaz matematyki wyzszej
poswiecona wyltacznie badaniom réznych rodzajéw funkcji. Ale row-
niez w elementarnej matematyce, zwlaszcza w algebrze i trygonome-
trii, znajdujemy mnoéstwo relacji funkcjonalnych. Wezmy na przyktad
WzOory:

TW wydaniu angielskim ksiazki Autor postuzyl sie rodzajnikiem okreslonym
ythe 7, ktéry nie ma odpowiednika w jezyku polskim (przyp. ttum.).
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y = logo(x),

y = sin(x).

Przyjrzyjmy sie blizej drugiemu z nich. Kazdej liczbie = odpowia-
da tylko jedna liczba y taka, ze y = 2, a wiec jest to rzeczywiscie
zaleznosé funkcjonalna. Warto$ciami argumentu tej funkcji sa tu do-
wolne liczby, wartosciami funkcji — wylacznie liczby nieujemne. Jesli
oznaczymy rozwazang funkcje symbolem ,, f”, to réwnaniu:
y = a’

mozemy nada¢ postac:

y=f().
Zapis taki stosuje sie nie tylko dla relacji funkcjonalnych, ale réwniez
— dla okreslonych liczb. Skoro na przyktad

4= (_2)27
to wolno nam stwierdzié, ze

4= f(-2);

ostatni wzor stwierdza, ze 4 jest wartoscia funkcji f, odpowiadajaca
wartosci argumentu —2.

7 drugiej strony juz na gruncie matematyki elementarnej spoty-
kamy liczne relacje, ktore nie sa funkcjami. Na przyktad relacja
mniejszosci nie jest z pewnoscig funkcja, gdyz dla kazdej liczby x
istnieje nieskonczenie wiele liczb y takich, ze

T <uy.

Relacja funkcjonalna nie jest tez relacja miedzy liczbami = i y wyra-
zona wzorem:
2% 4 y? = 25,

poniewaz jednej i tej samej liczbie x moga odpowiadaé¢ dwie rézne
liczby y, spelniajace ten wzér. Na przyklad liczbie 4 odpowiadaja
dwie liczby: 3 i —3. Zauwazmy, ze wyrazone réwnaniami relacje
miedzy liczbami, ktére koreluja z jedng liczba « dwie lub wiecej liczb
Yy, w matematyce noszg czasem nazwe funkcji dwuwartosciowych lub
wielowarto$ciowych (w odréznieniu od funkcji jednowartosciowych,
czyli funkcji w zwyklym znaczeniu). Mowienie o takich relacjach
jako o funkcjach wydaje sie jednak niecelowe — w kazdym razie na
poziomie elementarnym — gdyz zaciera zasadniczg réznice miedzy po-
jeciem funkcji a pojeciem ogdlniejszym, jakim jest relacja.



Relacje wzajemnie jednoznaczne czyli funkcje odwracalne 109

X ok X

Funkcje odgrywaja szczegdlnie doniosta role przy stosowaniu ma-
tematyki do nauk empirycznych. Badajac jakakolwiek zalezno$¢ mie-
dzy dwoma rodzajami wielkosci napotykanych w otaczajacym nas
Swiecie, staramy sie uchwyci¢ te zaleznos¢ w postaci wzoru mate-
matycznego, na przyklad réwnania, ktére pozwoli nam wyznaczaé
wielkos¢ jednego rodzaju na podstawie odpowiadajacej jej wielkoSci
drugiego rodzaju. Roéwnanie takie przedstawia woéwczas pewna za-
leznoé¢ funkcjonalng miedzy obydwoma rodzajami wielkosci. Jako
przyktad przytoczymy dobrze znany wzoér z fizyki:

s =4.90 -t

okreslajacy, jak droga s (w metrach), ktéra pokonuje swobodnie spa-
dajace cialo, zalezy od (jest funkcja) czasu spadania t (w sekundach).

X ok ok

*Konczac nasze uwagi na temat relacji jednoznacznych, chcieli-
byémy podkresli¢, ze rozwazane przez nas pojecie funkcji rézni sie
w sposéb zasadniczy od znanych nam z §2 pojeé funkcji zdaniowej
i nazwowej. Scisle méwiac, terminy ,funkcja zdaniowa” i ,funkcja
nazwowa” nie naleza do zakresu logiki czy matematyki. Odnosza
sie one do pewnych kategorii wyrazen, stuzacych do konstruowania
twierdzen logicznych i matematycznych, ale nie do przedmiotéw, o
ktoérych w nich mowa (por. §9). Termin ,,funkcja” w tym nowym sen-
sie jest natomiast wyrazeniem o charakterze czysto logicznym i ozna-
cza typ przedmiotéw, rozwazanych w logice i matematyce. Istnieje
niewatpliwie pewien zwiazek miedzy tymi pojeciami, ktory z grubsza
mozna opisaé nastepujaco: jesli zmienna y potaczona jest znakiem
,= 1z funkcja zdaniows zawierajaca x jako jedyng zmienna, powiedz-
my 2 + 22 + 37, to wzér, ktéry otrzymujemy (i ktéry jest funkcja
zdaniowa):

y=21a>4+2x+3

wyraza zaleznosé funkcjonalna. Inaczej méwiac: relacja, ktéra zacho-
dzi miedzy dwiema liczbami x i y wtedy i tylko wtedy, gdy spetniaja
one to réwnanie, stanowi funkcje w nowym sensie. Mamy tu jeden z
powoddéw tego, ze pojecia te sa czesto mylone.*
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833 Relacje wzajemnie jednoznaczne czyli funkcje
odwracalne oraz odpowiednio$¢ doskonata

Sposrod ogdhu zaleznoscei jednoznacznych na specjalna uwage zastugu-
ja tzw. RELACJE WZAJEMNIE JEDNOZNACZNE, znane takze jako FUN-
KCJE ODWRACALNE, ktorych wlasnoscia jest nie tylko to, ze kaz-
dej wartosci argumentu x przyporzadkowana jest tylko jedna wartosé
funkcji y, ale i na odwrot: kazdej wartosci funkeji y odpowiada tyl-
ko jedna wartos¢ argumentu x. Relacje te mozna scharakteryzowaéd
jako relacje, ktore sg jednoznaczne i ktérych odwrotnosci sa rowniez
jednoznaczne (dokladna definicja tych terminéw wymagataby jeszcze
okreslenia dziedzin; pojecie relacji odwrotnej oméwiliSmy w § 28).

Jedli f jest funkcja odwracalng, K — dowolna klasa wartosci argu-
mentu, zas L — klasa wartosci funkcji skorelowanych z elementami
klasy K, to méwimy, ze funkcja f ODWZOROWUJE KLASE K NA
KLASE L W SPOSOB JEDNOJEDNOZNACZNY lub, ze ustala ODPOWIE-
DNIOSC DOSKONALA MIEDZY ELEMENTAMI KLAS K 1 L.

X X X

TCzytelnik pewnie uzna za pozyteczne zapoznanie sie z pewng dodatkows, ter-
minologia czesto stosowana w bardziej zaawansowanych pracach. Poniewaz moé-
wimy (jak wyzej): ,f odwzorowuje klase ...”, funkcja jest nazywana takze OD-
WZOROWANIEM. Przeciwdziedzing funkcji powszechnie nazywa si¢ jej OBRAZEM.
Rozwazmy teraz zmienng ,x”, ktérej wartodciami moga by¢ wszystkie elementy
pewnego zbioru (lub klasy) K. W takiej sytuacji méwi sie, ze ,z” PRZYBIERA
WARTOSCI ZE ZBIORU K. Zwrotu tego uzywa si¢ powszechnie przy omawianiu
relacji jednoznacznych, jak w ,y = f(z)” i wtedy K jest dziedzing f, ale mozna
go tez stosowaé bardziej ogdlnie, np. w odniesieniu do dowolnych relacji. (W po-
dobnym sensie uzywamy w ksiazce zwrotéw takich jak ,x” oznacza elementy K.)
— Niech wiec dziedzing f bedzie K, jak poprzednio, i niech wartosci funkcji beda
w pewnym zbiorze M. To znaczy, ze obrazem moze by¢ zbiér M, ale réwniez —
podzbiér wlasciwy zbioru M. Moéwimy wéwczas: f JEST ODWZOROWANIEM Z K
DO M. Nastepujacy przyktad pokazuje, ze czesto wygodnie jest zrobié zalozenie,
ktére dopusci kazda z tych dwoch mozliwosci: Niech h bedzie funkcja zdefiniowang
wzorem ,y = z"”, gdzie ,x” przybiera wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych R,
a n — jaka$ dodatnia liczba catkowita. Wowczas h jest odwzorowaniem z R do R.
Jedli n jest liczbg nieparzysta, to obrazem jest sam R, w przypadku gdy n jest
parzyste — obrazem jest podzbiér wlasciwy zbioru R. — Jesli zbiér M zawierajacy
warto$ci funkcji jest takze obrazem, to powiemy, ze f, jako odwzorowanie z K do
M, jest SURJEKTYWNE lub NA. (W przeciwnym razie powiemy, ze f odwzorowuje
K w M.) Jedli funkcja z K do M jest taka, ze kazda warto$é funkcji odpowiada
tylko jednej wartosci argumentu (ale dana funkcja nie musi by¢ surjektywna), to
méwimy o odwzorowaniu INJEKTYWNYM. Zatem funkcja, bedaca zarazem injek-
tywna i surjektywna, jest odwracalna.
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Oto kilka przykladéw. Przypuéémy, ze mamy pdlprosta wycho-
dzaca z punktu O i zaznaczonym na niej odcinkiem, ktéry okresla
jednostke dtugodci. Niech X bedzie dowolnym punktem na poétpro-
stej. Mozemy teraz zmierzy¢ odcinek O X, czyli przyporzadkowaé¢ mu
pewna nieujemng liczbe y, nazywana dlugoécia odcinka. Poniewaz
liczba ta zalezy wytacznie od polozenia punktu X, wolno oznaczy¢ ja
symbolem ,, f(X)”. Bedziemy mieli wowczas:

y = f(X).

Ale i na odwrét. Kazdej liczbie nieujemnej y mozemy przyporzadko-
waé doktadnie jeden odcinek OX, potozony na rozwazanej pélprostej,
ktorego dlugos¢ réwna sie y; innymi stowy, kazdemu y odpowiada do-
ktadnie jeden punkt X taki, ze

y = f(X).

Zatem funkcja f jest odwracalna; funkcja ta ustala odpowiedniosé
doskonata miedzy punktami na potprostej i liczbami nieujemnymi
(i réwnie tatwo mozna by ustali¢ odpowiednio$é doskonala miedzy
punktami calej prostej i wszystkimi liczbami rzeczywistymi). Inny
przyktad stanowi relacja wyrazona wzorem:

Y= —x.

Jest to funkcja odwracalna, gdyz kazdej liczbie y odpowiada tylko
jedna liczba x spetniajaca dany wzér. Latwo sie zorientowaé, ze funk-
cja ta odwzorowuje na przykiad zbiér wszystkich liczb dodatnich na
zbiér wszystkich liczb ujemnych w sposéb jednojednoznaczny. Jako
ostatni przykltad rozwazmy relacje wyrazona wzorem:

y =2z,

przyjmujac przy tym, ze symbol ,x” oznacza tu wylacznie liczby na-
turalne (lub, jakby$my powiedzieli, ,,z” przybiera wartosci ze zbioru
liczb naturalnych). Mamy tu znowu funkcje odwracalna; przyporzad-
kowuje ona kazdej liczbie naturalnej x liczbe parzysta 2x. T odwrotnie
— kazdej liczbie parzystej y odpowiada jedna liczba naturalna x taka,
ze 2x = y, mianowicie x = %y W ten sposob nasza funkcja ustala
odpowiednios¢ doskonatyg miedzy wszystkimi liczbami naturalnymi a
liczbami parzystymi. — Liczne przyktady funkcji odwracalnych lub,
innymi stowami, odwzorowan jednojednoznacznych mozna zaczerp-
naé¢ z geometrii (odwzorowania zachowujace dana symetri¢, odwzo-
rowania wspotliniowe, itp.).
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X Xk X

*Operujac juz terminem odpowiedniosci doskonalej, mozemy po-
da¢ dokladng definicje pojecia, ktére poprzednio byliSmy w stanie
scharakteryzowaé tylko intuicyjnie. Chodzi tu o pojecie klas row-
nolicznych (patrz §26). Powiemy mianowicie, ze dwie klasy K i L
sa rownoliczne, lub, ze maja te samg liczbe kardynalna, jesli istnieje
funkcja, ktéra ustala odpowiednios¢ doskonata miedzy ich elemen-
tami. Z definicji tej i przytoczonych wyzej przyktadéw wynika zatem,
ze zbiér wszystkich punktéw dowolnej potprostej jest réwnoliczny ze
zbiorem wszystkich liczb nieujemnych. I analogicznie zbiér liczb do-
datnich jest rownoliczny ze zbiorem liczb ujemnych. To samo odnosi
sie do zbioru wszystkich liczb naturalnych i zbioru wszystkich liczb
parzystych. Ostatni przykiad jest szczegélnie pouczajacy, pokazuje
bowiem, ze klasa moze byé¢ réownoliczna ze swa podklasa wlasciwa.
Wielu czytelnikom, nawyktym do poréwnywania pod wzgledem liczby
elementéw wytacznie klas skoniczonych, fakt ten na pierwszy rzut oka
moze sie wydaé paradoksalny. Klasa skonczona, zgodnie z oczeki-
waniem, ma liczbe kardynalng zawsze wieksza, niz jakakolwiek z jej
czesci wlasciwych. Paradoks znika, gdy u$wiadomimy sobie, ze zbidr
wszystkich liczb naturalnych jest nieskonczony i, ze nic nas nie upo-
waznia do przypisywania klasom nieskoficzonym wlasnoéci, zaobser-
wowanych wylacznie na klasach skonczonych. — Warto zauwazy¢, ze
wspomniang tu wlasnosé zbioru liczb naturalnych — réwnoliczno$é
z jedna ze swych czesci wlasciwych — posiadaja wszystkie klasy nie-
skonczone. Wtasnosé ta jest wiec charakterystyczna dla klas nieskon-
czonych i pozwala nam odrézniaé je od klas skonczonych — mozemy
sformutowaé definicje, zgodnie z ktora klasa bedzie skonczona wtedy
i tylko wtedy, gdy nie bedzie réwnoliczna z zadng ze swych czesci
wlagciwych.? (Definicja ta jednak pociaga za soba pewna logiczna
trudno$é, ktérej nie bedziemy tu omawiaé.)*

2Jednym z pierwszych, ktérzy zwroécili uwage na rozwazana tu wlasnosé klas
nieskoriczonych, byl austriacko-czeski filozof i matematyk B. BoLzANO (1781—
1848); w jego ksiazce Paradozien des Unendlichen (Lipsk 1851, opublikowana
po$miertnie) znajdujemy juz poczatki wspoéiczesnej teorii zbioréw. Wtasnosé, o
ktérej moéwimy wyzej, wykorzystal potem PEIRCE (por. odnosnik 2, str.14) i inni
do sformutowania dokltadnej definicji klasy skonczonej i klasy nieskonczonej.
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834 Relacje wieloczlonowe; funkcje kilku
zmiennych i dzialania

Omawialismy dotad wylacznie RELACJE BINARNE lub DWUCZEONO-
WE, czyli relacje zachodzace miedzy dwoma przedmiotami. Cze-
sto jednak w réznych naukach matematycznych spotykamy RELACJE
TROJCZLONOWE, a ogllnie — RELACJE WIELOCZLONOWE. Jako ty-
powy przyktad relacji tréjcztonowej moze stuzyé znana z geometrii
relacja lezy miedzy, ktora zachodzi miedzy trzema punktami prostej;
symbolicznie wyraza sie ja wzorem:

A/B/C
ktory czytamy:
punkt B lezy miedzy punktami A i C.

Licznych przykladéw relacji trojcztonowych dostarcza tez arytme-
tyka; wystarczy wspomnie¢ o relacji miedzy trzema liczbami x, y
i z, ktoéra polega na tym, ze trzecia z tych liczb jest suma dwdéch
pierwszych:

r+y=z,

oraz o podobnych relacjach, wyrazonych wzorami:

r—y==z,

Jako przyktad czterocztonowej relacji wymienmy relacje zachodzaca
miedzy czterema punktami A, B, C'i D wtedy i tylko wtedy, gdy odle-
glo$¢ miedzy pierwszymi dwoma réwna sie odlegltosci miedzy dwoma
pozostatymi, lub, innymi stowy, gdy odcinki AB i CD sa przysta-
jace. Jeszcze innym przykladem jest relacja miedzy liczbami z, y, 2z
it, ilekroc¢ liczby te tworza proporcje:

z
y ot

% kX
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Wisréd relacji wielocztonowych szczegdlnie wazne sa wielocztono-
we relacje jednoznaczne, bedace odpowiednikami dwucztonowych re-
lacji jednoznacznych. Ograniczmy si¢ dla prostoty do relacji tréj-
cztonowych. R nazywamy trdjczlonows relacja jednoznaczna, jesli
dowolnym dwém przedmiotom x i y odpowiada co najwyzej jeden
taki przedmiot z, ktéry pozostaje w tej relacji z z i y. Jedyny 6w
przedmiot (o ile w ogdle istnieje) oznaczamy badz wyrazeniem:

R(z,y)

badz tez wyrazeniem:
TRy

(ktére teraz przyjmuje inne znaczenie, niz mialo w teorii relacji bi-
narnych). Aby wiec wyrazié, ze przedmiot z pozostaje w relacji funk-
cjonalnej z x i y, mamy do dyspozycji dwa wzory:

R(z,y)=2z i xzRy=z.

Podwéjnej symbolice towarzyszy dwojaki sposdb wyrazania sie.
Kiedy uzywamy zapisu:
R(z,y) = z,

relacje R nazywamy FUNKCJA. Zeby odrézni¢ dwuczlonowe relacje
jednoznaczne od relacji tréjcztonowych, o pierwszych méwimy FUNK-
CJE JEDNEJ ZMIENNEJ lub FUNKCJE JEDNOARGUMENTOWE, O dru-
gich — FUNKCJE DWOCH ZMIENNYCH lub FUNKCJE DWUARGUMEN-
TOWE. Podobnie czteroczlonowe relacje jednoznaczne nosza nazwe
FUNKCJI TRZECH ZMIENNYCH lub FUNKCJI TROJARGUMENTOWYCH
itd. Dla oznaczenia funkcji o dowolnej liczbie argumentéw zazwyczaj

postugujemy sie, jak przedtem, zmiennymi ,,f”, ,¢”, ... (a na poczat-
ku czesto stawiamy symbol oznaczajacy warto$¢ funkeji); wzér:

2= f(z,y)
czytamy:

z jest wartosciq funkcji f przyporzqdkowang wartosciom
argumentow T 1 y.

O ile postugujemy sie symbolika:
z = xRy,

to relacje R nazywamy DZIALANIEM lub $cidlej DZIALANIEM BINAR-
NYM, a podany wyzej wzér czytamy nastepujaco:
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x jest wynikiem dziatania R wykonanego na x i y;

w tym przypadku zamiast litery ,,R” bedziemy uzywaé innych liter,
zwlaszcza ,D”. Przyktady podstawowych dziatan arytmetycznych —
to dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Dzialaniami sg tez
dzialania logiczne, jak dodawanie i mnozenie klas lub relacji (patrz
§§25128). Tre$¢ obu pojeé — funkeji dwoch zmiennych i dziatania bi-
narnego — jest oczywiscie taka sama. Warto tez zaznaczy¢, ze funkcje
jednej zmiennej nazywa sie niekiedy dziataniami, a doktadniej DZ1A-
LANIAMI UNITARNYMI. Na przykltad w algebrze klas myslimy zwykle
o uzupelnieniu K’, jako o wyniku dziatania przeprowadzonego na K
(a zazwyczaj nie méwimy o funkeji, ktéra przyporzadkowuje wartosé
K’ wartosci argumentu K).
* k%

Mimo ze relacje wieloczlonowe odgrywaja istotng role w rozma-
itych gateziach wiedzy, ogdlna teoria tych relacji weszta zaledwie w
stadium poczatkowe; méwiac o relacjach, czy tez teorii relacji, ma
sie na mysli zwykle tylko relacje binarne. Blizszym badaniom pod-
dano dotad jedynie pewna kategorie relacji tréjcztonowych, miano-
wicie kategorie dzialan binarnych, za pierwowzér ktérych wolno nam
uwazaé zwykle dodawanie arytmetyczne. Wiele z tych badan pro-
wadzono w ramach odrebnej dyscypliny matematycznej, znanej jako
teoria grup. Z pewnymi pojeciami teorii grup — a zatem takze z pew-
nymi ogélnymi wtasnosciami dziatan binarnych — zapoznamy sie w
drugiej czesci ksigzki.

835 Znaczenie logiki dla innych nauk

Omowiliémy najwazniejsze pojecia wspolczesnej logiki, a przy spo-
sobnosci poznaliémy pewne prawa (nawiasem moéwiac, bardzo nie-
wiele), dotyczace tych pojeé. Nie zamierzaliémy jednak podaé pelnej
listy wszystkich pojeé¢ i praw logicznych, ktérymi postugujemy sie
w naukach $cistych. Nie jest to zreszta niezbedne dla studiowania
lub uprawiania innych nauk, ani nawet do studiowania matematyki,
ktora jest szczegblnie blisko spokrewniona z logika. — Ujmijmy to
inaczej: logika uwazana jest stusznie za podstawe wszystkich innych

TInteresujace, ze autor wolal powiedzieé¢ ,za podstawe”, a nie ,za podstawowe
narzedzie”. Zwroty te oddaja rézny stosunek wobec logiki. Dla Autora logika
byta podstawa matematyki w pelnym tego slowa znaczeniu, a nie tylko waznym
narzedziem.
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nauk juz choéby z tego wzgledu, ze w kazdym rozumowaniu stosujemy
pojecia nalezace do logiki, oraz ze kazde poprawne rozumowanie od-
bywa si¢ zgodnie z jej prawami. Nie wynika stad jednak, by doglebna
znajomo$¢ logiki byta warunkiem koniecznym poprawnego mys$lenia;
nawet zawodowi matematycy, ktérzy bledéw w rozumowaniu na ogot
nie popelniaja, nie znajg zazwyczaj logiki w takim stopniu, by uswia-
domiac sobie wszystkie prawa logiczne, ktérymi sie podswiadomie po-
stuguja. Tym niemniej wydaje sie sprawa niewatpliwa, ze znajomo$é
logiki posiada duzg praktyczna wartos¢ dla kazdego, kto pragnie po-
prawnie mysleé¢ i rozumowacé, poglebia bowiem wrodzone i nabyte w
tym kierunku zdolnosci i pozwala unika¢ btedéw w niecodziennych
sytuacjach. Co za$ do konstruowania teorii matematycznych, to lo-
gika odgrywa niestychanie wazna role takze z bardziej podstawowego
punktu widzenia — ale ten aspekt oméwimy w nastepnym rozdziale.

Cwiczenia

1. Poda¢ przyklady relacji z zakresu arytmetyki, geometrii, fizyki i
zycia codziennego.

2. Rozwazy¢ relacje bycia ojcem, czyli relacje wyrazong funkcja zda-
niowa:

x jest ojcem y’a.

Czy wszystkie istoty ludzkie naleza do dziedziny tej relacji? Czy
wszystkie one naleza do przeciwdziedziny?

3. Rozwazy¢ nastepujacych siedem relacji miedzy ludZmi — rela-
cje bycia ojcem, matka, dzieckiem, bratem, siostra, mezem, zona;
por. poprzednie ¢wiczenie. Oznaczymy te relacje symbolami ,0”,
M D B S”, P, 27, Stosujac do tych relacji rozmaite
dziatania zdefiniowane w § 28, otrzymujemy nowe relacje, dla kté-
rych niekiedy mamy proste nazwy w jezyku codziennym; np. ,,P | D”
oznacza relacje bycia zigciem (zob. przyklad w §28). Znalezé, o ile to
mozliwe, proste nazwy dla nastepujacych relacji:

B, P, PUZ, OUB, O|M, M|D, B|D,
O(PUZ), (BID)U[P|(S|D)].
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Wyrazié za pomoca symboli ,O”,  M” itd. oraz symboli z algebry
relacji — relacje bycia rodzicem, rodzenstwem, wnukiem lub wnuczka,
synows oraz tesciowa.

Wyjasni¢ znaczenie nastepujacych wzordéw i okresli¢, ktore z nich
sa prawdziwe:

OCM, B=S, OUM=D, PIM=0, B|SCB,
SCD|D.
4. Rozwazy¢ nastepujace dwa wzory z algebry relacji:

R|S=S|R i (R|S)=5|Rk

Pokazaé na przyktadzie, ze pierwszy z nich nie zawsze jest spelniony.
Sprébowaé pokazaé, ze drugi wzor jest spelniony przez dowolne rela-
cje Ri§S.

Wskazowka: Zastanowié sie, co to znaczy, ze miedzy dwoma przed-
miotami z i y zachodzi relacja (R | S) (tj. konwers relacji R | .S), lub
relacja S | R.

5. Poda¢ za pomocg symboli definicje wszystkich terminéw algebry
relacji omowionych w § 28.
Wskazowka: Definicja sumy dwoch relacji ma na przyktad nastepu-
jaca postaé:

[z(RUS)y] < [(zRy) V (xSy)].

6. Rozwazy¢ nastepujace relacje i okresli¢, ktore sposréd wlasnosci
oméwionych w § 29 przystuguja kazdej z nich:

(a) relacja podzielnosci w zbiorze liczb naturalnych;

(b) relacja wzglednej pierwszosci w zbiorze liczb naturalnych (dwie
liczby naturalne nazywamy wzglednie pierwszymi, jesli ich naj-
wigkszym wspélnym podzielnikiem jest liczba 1);

(c) relacja przystawania w zbiorze wielobokéw;
(d) relacja jest diuzszy od w zbiorze odcinkéw;

(e) relacja prostopadlosci w zbiorze prostych na plaszczyzZnie;
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(f) relacja krzyzowania si¢ w zbiorach wszystkich figur geometrycz-

nych;

relacja rownoczesnoéci w klasie zdarzen fizycznych;

)
(h) relacja czasowego poprzedzania w klasie zdarzen fizycznych;'
) relacja pokrewienstwa w klasie ludzi;

)

relacja ojcostwa w klasie ludzi.

7. Czy to prawda, ze kazda relacja jest albo zwrotna, albo przeciw-
zwrotna (w danej klasie)? Albo symetryczna, albo niesymetryczna?
Poda¢ przyktady.

8. Relacje R bedziemy nazywaé¢ PRZECIWPRZECHODNIA W KLASIE
K, jedli dla dowolnych trzech elementéw zx, y i z klasy K wzory:

zRy i yRz

pociagaja za soba:
~ (zRz).

Ktére z relacji wymienionych w ¢wiczeniach 3 i 6 sa przeciwprze-
chodnie? Podaé inne przyklady relacji przeciwprzechodnich. Czy
kazda relacja jest albo przechodnia, albo przeciwprzechodnia?

*9. Pokazad, jak mozna przej$¢ od zwrotu:
proste a i b sqg rownolegle
do réwnowaznego zwrotu:
proste a i b majq identyczny kierunek,

oraz jak zdefiniowaé termin ,,kierunek prostej”.
Wykonaé¢ to samo zadanie dla nastepujacych dwu zwrotéw:

odcinki AB i CD sq przystajgce

fCzytelnik, ktory studiowat fizyke wspolczesna, rozumie, ze relacje, o ktérych
mowa w (g) i (h), maja rézny charakter w zaleznosci od tego, czy stosujemy
klasyczny opis przestrzenno-czasowy, czy ujecie relatywistyczne. Wykonujac to
éwiczenie nalezy przyjaé opis klasyczny. (Dodajmy, ze w czasach pierwszego wy-
dania Wprowadzenia do logiki, kiedy Autor uktadal to ¢wiczenie, zawitosci teorii
wzglednosci nie doceniano tak powszechnie, jak dzis.)
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oraz
odcinki AB i CD majg réwng dlugosé.

Jakie prawo logiczne nalezy tu zastosowaé?
Wskazowka: Poréownaé z uwagami w § 30 odnosnie pojecia podobien-
stwa.

10. O dwoch znakach lub wyrazeniach zlozonych z kilku znakéw,
ktére moga réznié sie od siebie swym potozeniem w przestrzeni, np.
miejscem na stronicy, na ktorej sa wydrukowane, lecz nie r6znig sie
swym wygladem zewnetrznym, powiadamy, ze sg ROWNOKSZTALTNE;
w przeciwnym razie znaki nazywamy ROZNOKSZTAETNYMI. I tak, we
wzorze:

T =z,

zmienne po obu stronach znaku réwnosci sg réwnoksztattne, podczas
gdy we wzorze:
r=1y
mamy zmienne réznoksztalttne.
Z ilu znakéw sktada sie wzor:

r+y=y+x?

Na ile grup mozna podzieli¢ te znaki, zaliczajac dwa znaki réwno-
ksztaltne do tej samej grupy, a dwa znaki réznoksztattne — do réznych
grup?

Ktoére sposrod wlasnoséci omdéwionych w § 29 przyshuguja relacjom
rownoksztattnosci i réznoksztattnosei?

*11. Opierajac sie na wynikach poprzedniego éwiczenia, wyjasnié,
dlaczego o znakach réwnoksztaltnych mozna powiedzieé, ze maja ten
sam KSZTAET lub ze sa réwne co do ksztattu; jak zdefiniowaé termin
ksztalt danego znaku” (por. éwiczenie *9).11

Rozpowszechnit sie zwyczaj nazywania znakow rownoksztattnych
po prostu réownymi, a nawet traktowania ich tak, jak gdyby bytly
jednym znakiem. Moéwi si¢ na przyktad czesto, ze w wyrazeniu:

T+ x

T Czytelnik pewnie zauwazyl, ze tutaj stowo ,ksztalt” znaczy mniej wiecej to
samo, co ,wygled zewnetrzny” w ¢wiczeniu 10. Natomiast w § 30 stowa , ksztalt”
uzywano w nieco innym znaczeniu. Wprowadza to lekkie zamieszanie, ale jed-
nocze$nie pokazuje, jakie trudnosci czesto napotykamy, prébujac znalezé terminy,
ktore bylyby jasne i zarazem zgodne z intuicja.
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z obu stron znaku ,+”wystepuje ta sama zmienna. Jak sie nalezy
wyrazié, zeby zachowaé $cistosé?

*12. Niescisto$ci podobne do tych, na ktére zwrdciliémy uwage w
¢wiczeniu *11, zostaly popelnione kilkakrotnie réwniez w tej ksigzce
(nie chcemy bowiem walczyé z gleboko zakorzenionymi nawykami).
Odszukaé je na str.12 i 57 i podaé¢ sposéb ich unikniecia.

Oto inny przyktad podobnej niescistosci: méwiac o funkcjach zda-
niowych z jedna zmienng wolng, mamy na mysli funkcje zdaniowe,
w ktorych wszystkie zmienne wolne sa réwnoksztattne. Jak uscisli¢
Zwrot:

funkcje zdaniowe z dwiema zmiennymi wolnymi?

13. Majac dany punkt na plaszczyznie, rozwazy¢ zbidr wszystkich
kél, lezacych na tej plaszczyznie i posiadajacych wspolny Srodek
w danym punkcie. Wykazaé, ze zbior ten jest uporzadkowany ze
wzgledu na relacje jest czescig. Czy byloby to rowniez prawdziwe,
gdyby kota nie lezaly na jednej ptaszczyznie, lub nie posiadaty wspdl-
nego srodka?

14. Rozwazamy relacje miedzy stowami,¥ ktéra nazwiemy relacja
POPRZEDZANIA (W PORZADKU LEKSYKOGRAFICZNYM). Znaczenie
tego terminu najlepiej zilustrujg przyktady. Stowo ,,aby” poprzedza
stowo ,,co$”, poniewaz pierwsze zaczyna sie od litery ,,a”, drugie na-
tomiast — od ,¢”, a w alfabecie polskim litera ,a” stoi przed ,,c”.
Stowo ,adres” poprzedza stowo ,altana”, bo chociaz stowa te maja
te sama pierwsza litere (czy raczej réwnoksztaltne pierwsze litery —
por. ¢wiczenie 10), to druga litera pierwszego stowa, ,,d”, wystepuje
w alfabecie polskim wczesniej, niz druga litera drugiego stowa, ,,I”.
Na tej samej zasadzie stowo ,,emalia” poprzedza slowo ,emeryt”, a
stowo ,,tafla” —stowo ,tafta”. Wreszcie, stowo ,,wab” poprzedza stowo
»,wabiarz, bo chociarz pierwsze trzy litery obu stéw sa takie same, to
drugie stowo poza tymi trzema literami ma jeszcze inne; podobnie
jest w przypadku stéw ,mysl” i ,myslwiec”.

Napisa¢ nastepujace stowa w rzadku tak, by w kazdej parze stéw,
stowo po lewej stronie poprzedzalo stowo po prawej stronie:

logika, arsen, salto, arsenal, logik, salwa, trudny, artysta, atom.

TW éwiczeniu ttumacz zamienit stowa angielskie na polskie.
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Sprébowaé zdefiniowaé omawiang tu relacje poprzedzania migdzy
stowami w sposéb Scisty i ogdlny. Pokazaé, ze relacja ta ustala po-
rzadek w zbiorze wszystkich polskich stéw (bez lacznikéw). Zwrécié
uwage na pewne praktyczne zastosowania tej relacji i wyjasnié, dla-
czego taka kolejnosé¢ stéw bywa nazywana porzadkiem leksykograficz-
nym.

15. Wezmy pod uwage dowolng relacje R, jej zaprzeczenie R’ oraz
klase K. Pokazaé, ze prawdziwe sa nastepujace twierdzenia z zakresu
teorii relacji:

(a) jesli relacja R jest zwrotna w klasie K, to relacja R' jest prze-
ciwzwrotna w tej klasie;

(b) jesli relacja R jest symetryczna w klasie K, to relacja R’ jest
tez symetryczna w tej klasie;

(*c) jesli relacja R jest asymetryczna w klasie K, to relacja R’ jest
zwrotna 1 spojna w tej klasie;

(*d) jesli relacja R jest przechodnia i spdjna w klasie K, to relacja
R’ jest tez przechodnia w tej klasie.

Czy prawa odwrotne do tych praw sg tez prawdziwe?

16. Wykazac, ze jesli relacja R posiada ktorekolwiek z wlasnosci
oméwionych w §29, to konwers relacji R posiada te same wlasnosci.

*17. Wlasnosci relacji wprowadzonych w §29 daja sie latwo wyrazié
za pomoca terminéw nalezacych do algebry relacji, pod warunkiem,
ze relacje te odnosza sie do klasy pelnej. Na przyklad wzory:

R|RCR i DCRUR,

wyrazaja, ze relacja R jest, odpowiednio, przechodnia i spojna. Uza-
sadnié¢ to; przypomnie¢ sobie znaczenie symbolu D z §28. Podaé
podobne wzory, wyrazajace, ze relacja R jest symetryczna, asyme-
tryczna, czy nieprzechodnia (por. éwiczenie 8). Ktoéra sposrdéd wla-
snosci relacji oméwionych w tym rozdziale wyraza wzor:

R|RCTI?

18. Ktore sposrdd relacji wyrazonych nastepujacymi wzorami sg
funkcjami?
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y jest matkg x’a,
y jest corkq x’a.
Ktére z relacji rozwazanych w ¢wiczeniu 3 sg funkcjami?
19. Rozwazy¢ funkcje wyrazona wzorem:
Y = 22+ 1.

Co tu jest zbiorem wszystkich wartosci argumentu, a co — zbiorem
wszystkich wartosci funkeji?

*20. Ktore z funkcji w éwiczeniu 18 sg odwracalne? Podaé¢ inne
przyktady funkcji odwracalnych.

*21. Rozwazy¢ funkcje wyrazong wzorem:
y =3z + 1.

Pokazaé, ze funkcja ta jest odwracalna, i ze odwzorowuje ona w spo-
s6b jednojednoznaczny przedzial [0, 1] w przedzial [1, 4] (por. éwicze-
nie 6 z rozdzialu IV). Jaki wniosek mozna stad wyciagnaé¢ odnosnie
liczb kardynalnych tych przedziatow?

*22. Rozwazy¢ funkcje wyrazong wzorem:
y = 2%,

Uzy¢ tej funkcji, by wzorujac sie na poprzednim ¢wiczeniu wykazaé,
ze zbiér wszystkich liczb jest rownoliczny ze zbiorem wszystkich liczb
dodatnich.

*23. Wykazaé, ze zbior wszystkich liczb naturalnych jest réwnoliczny
ze zbiorem wszystkich liczb nieparzystych.

24. Podaé przyktady relacji wielocztonowych z zakresu arytmetyki i
geometrii.

25. Ktore z trojcztonowych relacji wyrazonych nastepujacymi wzo-
rami sa funkcjami?
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26. Wymieni¢ kilka praw fizyki wyrazonych za pomocs relacji funk-
cjonalnych, wlaczajac prawa, w ktorych wystepuja dwie, trzy i cztery
wielkosci.

27. Rozwazamy relacje lezy miedzy wyrazong symbolicznie wzorem
wA/B/C”, gdzie A, B i C sa trzema réznymi punktami na danej
plaszczyznie (por.§34). Napisa¢ nastepujace dwa zdania za pomoca
symboli:

(a) dla dowolnych punktéw A, B, C' i D, jesli B lezy miedzy A i C
oraz miedzy A i D, to C lezy miedzy A i D;

(b) dla dowolnych punktéw A i B, jesli A i B sq dwoma réznymi
punktamsi, to istnieje punkt C taki, Ze ani B nie leZy miedzy A
1 C, ani C nie lezy miedzy B 1 A, ani A nie lezy miedzy B i C.

Przettumaczyé¢ tez nastepujace wzory na zwykly jezyk:
(¢) Vapenl(B#CAA/B/DAA/C/D) = (A/B/CV C/B/D)];
(d) HA’C[A #= CNAVp ~ (A/B/C)].

Ktére ze zdan (a)—(d) sa prawdziwe? (Punkty, o ktérych mowa w
¢wiczeniu, nie musza koniecznie lezeé na tej samej prostej.)

*28. Rozwazy¢ nastepujace trzy wzory dotyczace dzialania binar-
nego oznaczonego przez O:

Vay(2Oy = yOz), Vi, .[(20y)0z = 20(y0z)], Yy 3:(x = yO2).

We wzorach tych podstawi¢ pod ,,O” po kolei cztery symbole arytme-

tyczne: 47, ,—",,- 7 1,:”. Ktére z otrzymanych zdan sg prawdziwe?
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VI

O metodzie dedukcyjnej

8§36 Podstawowe skladowe nauki dedukcyjnej —
terminy pierwotne i zdefiniowane, aksjomaty
i twierdzenia

Postaramy si¢ obecnie przedstawié¢ najwazniejsze zasady i metody,
ktore nalezy stosowaé przy konstruowaniu teorii logicznych i mate-
matycznych.! Szczegélowa analiza i krytyczna ocena tych zasad jest
jednym z zadan specjalnej dyscypliny, zwanej METODOLOGIA NAUK
DEDUKCYJNYCH lub METODOLOGIA MATEMATYKI. Znajomo$¢ me-
tod konstruowania okreslonej nauki jest niewagtpliwie wazna dla kaz-
dego, kto nauke te uprawia czynnie lub biernie. Jak si¢ dalej prze-
konamy, w przypadku matematyki dobre rozumienie tych metod po-
siada szczegdlne znaczenie, bez niego bowiem nie sposéb pojaé jej
istoty.

* ok %

Zasady, z ktérymi sie zapoznamy, stuzg do zapewnienia matema-
tyce (jak réwniez logice) mozliwie najwyzszego stopnia jasnosci i pew-
nosci. Z tego punktu widzenia idealem bylaby taka metoda, czy tez
sposéb postepowania, ktéry pozwolitby wyjasni¢ znaczenie kazdego
wyrazenia wystepujacego w tej nauce i uzasadni¢ kazde z jej praw.

W literaturze wystepowaty juz idee pokrewne pojeciom wprowadzanym w tym
paragrafie. Zob.np. De Uesprit géométrique et de l’art de persuader, (opublikowa-
ne posmiertnie) pisma wielkiego francuskiego filozofa i matematyka B. PASCALA
(1623-1662).
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FLatwo jednak zobaczy¢, ze ideal taki nie jest osiagalny. Wyjasniajac
znaczenie jakiego$§ wyrazenia, z koniecznoéci postugujemy sie innymi
wyrazeniami, z kolei by wyjasni¢ znaczenie tych innych wyrazen, nie
wchodzac przy tym w bledne koto, musimy siegna¢ po jeszcze inne
wyrazenia, itd. W ten sposéb rozpoczynamy proces, ktéry nigdy
sie nie skonczy, a ktéry obrazowo nazywamy COFANIEM SIE DO NIE-
SKONCZONOSCI — regressus in infinitum. Podobnie przedstawia sie
sytuacja przy dowodzeniu twierdzen matematycznych; dowodzac ja-
kiegos$ prawa, musimy odwotaé sie do innych praw, co prowadzi znéw
(o ile nie wejdziemy w bledne kolo) do regressus in infinitum.

* ok %

Jako wyraz kompromisu miedzy owym nieosiggalnym ideatem a
realnymi mozliwosciami ustalily sie pewne zasady konstruowania nauk
matematycznych, ktére daja sie opisa¢ w sposéb nastepujacy.

Przystepujac do budowy danej nauki, zaczynamy od wyodrebnie-
nia pewnej nielicznej grupy wyrazen tej nauki, ktére wydaja sie¢ nam
zrozumiale same przez sie. Nazywamy je TERMINAMI PIERWOTNYMI
lub TERMINAMI NIEZDEFINIOWANYMI i postugujemy sie nimi bez wy-
jasniania ich znaczenia. Rdéwnoczesnie przyjmujemy zasade, ze nie
bedziemy uzywaé zadnego innego wyrazenia rozwazanej nauki, nie
okresliwszy uprzednio jego znaczenia za pomocg wyrazdéw pierwot-
nych i takich zwrotéw tej nauki, ktorych znaczenie juz wyjasniliSmy.
Zdania, ktére w ten sposob ustalaja znaczenie terminéw, nosza nazwe
DEFINICJI, za$ zwroty, ktorych znaczenie zostaje ustalone, nazywamy
TERMINAMI DEFINIOWANYMI.

Analogicznie postepujemy z twierdzeniami rozwazanej nauki. Te
twierdzenia, ktérych prawdziwosé wydaje sie nam oczywista, obiera-
my jako tzw. TWIERDZENIA PIERWOTNE, lub AKSJOMATY czyli PEW-
NIKI (czesto nazywa sie je réwniez POSTULATAMI, lecz tego terminu
nie bedziemy tu uzywaé w znaczeniu technicznym). Aksjomaty przyj-
mujemy za prawdziwe bez zadnego uzasadnienia, natomiast kazde z
pozostalych twierdzen uznamy za prawdziwe dopiero, gdy ustalimy
ich waznos¢, opierajac sie przy tym wylacznie na aksjomatach, defi-
nicjach oraz na ustalonych juz twierdzeniach tej nauki. Jak wiadomo,
uzasadnione w taki sposéb twierdzenia nazywaja si¢ TWIERDZENIA-
MI UZNANYMI lub PRAWAMI za$§ proces uzasadniania ich nosi nazwe
DOWODU. Mowiac ogolniej, jesli w ramach logiki czy matematyki
ustalimy jedno twierdzenie wychodzac z innych twierdzen, to proces
taki nazwiemy WYPROWADZENIEM lub DEDUKCJA, za$ o rozwazanym
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twierdzeniu powiemy, ze WYPROWADZAMY je lub DEDUKUJEMY z in-
nych twierdzen, lub tez, ze jest ono ich WNIOSKIEM.

* ok %

Jedna z nauk, skonstruowanych wedlug oméwionych tu zasad,
jest wspoélczesna logika matematyczna (w tym kontekscie bedziemy
uzywaé terminu LOGIKA DEDUKCYJNA). Niestety, waskie ramy tej
ksigzki nie pozwalajg na poswiecenie temu waznemu faktowi nalez-
nej mu uwagi. Kazda inna nauke konstruujemy zgodnie z podanymi
zasadami i w oparciu o logike; logike, jak méwimy, zaktadamy z gory.
Oznacza to, ze wszystkie zwroty i wszystkie prawa logiki traktujemy
réwnorzednie z terminami pierwotnymi i aksjomatami konstruowa-
nej nauki; przy formutowaniu aksjomatow, praw i definicji uzywamy
terminéw logicznych bez wyjasniania ich znaczenia, w dowodach za$
stosujemy prawa logiki bez uprzedniego ich uzasadnienia. Niekiedy
przy konstruowaniu nauki dogodnie jest przyjaé¢ z géry — w tym sa-
mym co poprzednio sensie — nie tylko logike, ale réwniez pewne nauki
matematyczne, ktére zostaly wezeéniej zbudowane; nauki te tacznie
z logika mozna scharakteryzowaé krétko jako NAUKI WCZESNIEJSZE
OD DANEJ NAUKI. Sama logika nie jest oparta na zadnej wczesniej-
szej nauce. Jesli budujemy arytmetyke jako odrebna teorie matema-
tyczna, to jako jedyna nauke wczedniejsza przyjmujemy logike; nato-
miast przy uprawianiu geometrii dogodnie jest — acz nie koniecznie —
zatozyé¢ znajomosé nie tylko logiki, lecz réwniez arytmetyki.

Majac na wzgledzie ostatnie uwagi, nalezy nieco zmodyfikowaé
podane zasady. Przed przystapieniem do konstruowania teorii, musi-
my wymienié¢ nauki, ktére uwazamy za wczesniejsze od niej; wszelkie
wymagania odnosnie definiowania terminéw i dowodzenia twierdzen
dotyczy¢ beda terminéw i dowoddéw specyficznych dla konstruowanej
nauki, czyli tych, ktore nie nalezg do nauk wczesniejszych.

X kX

Metoda nauki, ktéra polega na Scistym przestrzeganiu podanych
wyzej zasad, nazywa sie METODA DEDUKCYJNA; nauki skonstruowa-
ne wedlug tych zasad nazywamy NAUKAMI DEDUKCYJNYML? Coraz
bardziej rozpowszechnia si¢ poglad, ze metoda dedukcyjna stanow:

“Metoda dedukcyjna nie jest bynajmniej zdobycza wspétczesna. Juz w Ele-
mentach matematyka greckiego EUKLIDESA (okoto 300 p.n.e.) znajdujemy wyktad
geometrii, do ktérego zgota niewiele mozna doda¢ z punktu widzenia oméwionych
wyzej zasad metodologicznych. Przez okoto 2200 lat dzielo EUKLIDESA bylto dla
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jedyng istotng ceche wyrdzniajgcg nauki matematyczne sposrod in-
nych nauk; nie tylko kazda nauka matematyczna jest naukq deduk-
cyjng, ale réwniez na odwrot — kazda nauka dedukcyjna jest naukg
matematyczng (zgodnie z takim punktem widzenia logike dedukcyjna
nalezy traktowaé tez jako dyscypling matematyczna). Nie bedziemy
tu uzasadniali tego pogladu, zaznaczymy tylko, ze mozna przytoczy¢
wazkie argumenty na jego poparcie.

8§37 Modele i interpretacje nauki dedukcyjnej

7 konsekwentnego stosowania zasad przedstawionych w poprzednim
paragrafie wynika szereg ciekawych i waznych witasnosci nauk de-
dukcyjnych. Czesé pytan, ktére sie tu nasuwaja, nalezy do dosé
zlozonych i abstrakcyjnych, dlatego tez sprobujemy wyjasni¢ je na
konkretnym przykladzie.

Przypusémy, ze interesuja nas ogdlne prawa rzadzace przystawa-
niem odcinkéw i chcemy ten fragment geometrii ustali¢ jako odrebng
teorie dedukcyjna. Umawiamy si¢ wiec, ze zmienne ,x”, ,y”, ,,2”,
...oznacza¢ beda odcinki. Terminy pierwotne oznaczymy symbola-

mi ,O0” oraz ,~”. Pierwszy jest skrétem terminu ,,zbior wszystkich
odcinkow’, drugi zas oznacza relacje przystawania. Wzor:

=y
odczytamy wiec nastepujaco:
odcinki x 1y sq przystajgce.
Przyjmiemy tez dwa aksjomaty:

AKSJOMAT 1. Dla dowolnego elementu x zbioru O, x = x
(inaczej méwiac: kazdy odcinek jest przystajacy
do siebie samego).

matematykéw ideatem i wzorem Scistoéci naukowej. Istotny postep w tym zakresie
nastapit dopiero po roku 1890, gdy podstawowe dyscypliny — geometria i aryt-
metyka — zostaly ugruntowane zgodnie ze wszelkimi wymaganiami wspoélczesnej
metodologii matematyki. Sposréd prac, ktérym to zawdzieczmy, dwie nabraly
juz znaczenia historycznego: praca zbiorowa Formulaire de Mathématiques (To-
rino 1895-1908), ktoérej redaktorem i gltéwnym autorem jest wloski matematyk
i logik G. PEANO (1858-1932) oraz Grundlagen der Geometrie (Leipzig i Berlin
1899) autorstwa stynnego niemieckiego matematyka D. HILBERTA (1862-1943);
to ostatnie dzielo stymuluwato dalsze badania podstaw geometrii.
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AKSJOMAT 2. Dla dowolnych elementéow x, y i z zbioru O, jesli
x =z i y=z to x =y (inaczej méwiac:
dwa odcinki, przystajgce do tego samego odcinka,

przystaje do siebie nawzajem).

7 aksjomatéw tych mozna wyprowadzi¢ rozmaite twierdzenia o
przystawaniu odcinkéw. Na przyktad:

TWIERDZENIE 1. Dla dowolnych elementow y i z zbioru O, jesli
Y=z, to z=y.

TWIERDZENIE 2. Dla dowolnych elementow x, y i z zbioru O,
jeshx =2y 1 y=z, to ¢ =z.

Dowody tych dwoéch twierdzen sa bardzo latwe. Dla przykiadu
naszkicujemy dowdd pierwszego z nich.
Wstawiajac w Aksjomacie 2 ,,z” na miejsce ,,x”, otrzymujemy:

dla dowolnych elementow y i z zbioru O, jesli z = z
1 Y=z, to z=y.

W zalozeniu tego twierdzenia mamy wzor:
z =z

ktory — z uwagi na Aksjomat 1 — jest niewatpliwie stuszny, wobec
czego mozna go pominaé. W ten sposéb dochodzimy do rozwazanego
twierdzenia.

% kX

W zwiazku z tymi prostymi rozwazaniami, nasuwa sie kilka naste-
pujacych uwag.

Konstruowana przez nas mini-teoria dedukcyjna opiera sie na od-
powiednio wybranym ukladzie terminéw pierwotnych i aksjomatow.
Natomiast nasza znajomosé przedmiotéw oznaczonych tymi termi-
nami, czyli zbioru odcinkéw i relacji przystawania miedzy nimi, jest
bardzo rozleglta i przyjete aksjomaty w zadnej mierze nie wyczerpuja
jej. Ta obszerna wiedza jest jednak — ze si¢ tak wyrazimy — nasza
prywatna sprawg i nie wptywa w najmniejszym stopniu na konstruk-
cje teorii. Nie robimy z niej zgola zadnego uzytku, wyprowadzajac
twierdzenia z aksjomatéw. Zachowujemy sie bowiem tak, jakby$my
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nie rozumieli pojeé, ktére wchodzg w zakres naszych rozwazan i jak-
bysmy o przedmiotach nie wiedzieli nic poza tym, co zostalo wyrazone
w aksjomatach. Ignorujemy, jak to sie powszechnie mowi, znaczenie
przyjetych przez nas terminéw pierwotnych, a uwage nasza kierujemy
wylacznie na sformutowania aksjomatow, w ktorych terminy te wy-
stepuja.

Prowadzi to do bardzo waznego i ciekawego skutku. Zastapmy
terminy pierwotne we wszystkich aksjomatach i wszystkich twierdze-
niach naszej nauki odpowiednimi zmiennymi, symbol ,,0” — zmien-
ng ,K” oznaczajaca klasy, symbol ,=” — zmienng R oznaczajaca
relacje (i dla uproszczenia rozwazan pominmy tutaj definicje i twier-
dzenia, ktére zawieraja definiowane terminy). Twierdzenia naszej
teorii nie beda juz zdaniami, lecz funkcjami zdaniowymi o dwdoch
zmiennych wolnych, ,K” i R, wyrazajacymi — méwiac ogdlnie —
warunek, ze relacja R posiada taka to a taka wtasnos¢ w klasie K
(mozna réwniez powiedzieé, ze miedzy K a R zachodzi pewna relacja;
por.§27). Na przyklad Aksjomat 1 i Twierdzenia 1 i 2 stwierdzaja
teraz — jak tatwo zobaczyé¢ — ze relacja R jest, odpowiednio, zwrotna,
symetryczna i przechodnia w klasie K. Aksjomat 2 bedzie natomiast
wyrazal wlasnoé¢, dla ktorej nie mamy specjalnej nazwy, nazwiemy
ja wiec wlasnoscia W. Oto ta wlasnosé:

dla dowolnych elementow x, y i z klasy K, jesli ®Rz 1 yRz, to
zRy.

W dowodach naszej teorii nie wykorzystujemy zadnych wlasno-
$ci klasy odcinkéw i relacji przystawania poza wyrazonymi wprost w
aksjomatach; kazdy dowdéd mozna zatem uogélni¢ na dowolna klase
K i dowolna relacje R o tych wtasnosciach. W wyniku owego uogdél-
nienia mozemy z kazdym twierdzeniem naszej teorii skorelowaé¢ prawo
ogolne z zakresu logiki, doktadniej, z teorii relacji, méwiace, ze kazda
relacja R, ktora jest zwrotna i posiada wlasnosé¢ W w danej klasie
K, posiada rowniez wlasno$é wyrazona przez rozwazane twierdzenie.
Tak dochodzimy do nastepujacych dwéch praw teorii relacji, ktore
odpowiadaja Twierdzeniom 1 i 2:f

1. Kazda relacja R, ktora jest zwrotna w danej klasie K 1 posiada
wiasno$é W w tej klasie, jest rowniez symetryczna w K.

tMozna by tu przyjaé wzorzec wprowadzony w § 3 i wyrazié¢ te prawa w naste-
pujacy sposob: Dla dowolnej klasy K i dowolnej relacji R, . ... Logicy jednakze,
jak wszyscy, lubig pewne urozmaicenie w sposobie méwienia i pisanial
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II.  Kazda relacja R, ktora jest zwrotna w danej klasie K i posiada
wlasnos$é W w tej klasie, jest rowniez przechodnia w K.

Jedli relacja R jest zwrotna i posiada wtasnosé¢ W w klasie K, to
K i R razem tworza MODEL lub REALIZACJE systemu aksjomatycz-
nego naszej teorii. I tak, klasa wszystkich odcinkéw i relacja przysta-
wania, czyli przedmioty oznaczone terminami pierwotnymi, tworza
jeden model naszego przyktadowego systemu aksjomatycznego; oczy-
wiscie, model ten spelnia wszystkie twierdzenia, ktére mozna wyde-
dukowaé z aksjomatow. (Sciéle rzecz biorac, powinnismy powiedzieé,
ze model spelnia nie same twierdzenia tej teorii, lecz funkcje zdaniowe
otrzymane z nich w wyniku zastapienia terminéw pierwotnych zmien-
nymi). Ten szczegdlny model nie odgrywa jednak zadnej specjalnej
roli w konstruowaniu nauki. Mozemy nawet powiedzie¢, ze uniwer-
salne prawa logiczne, jak prawa I i II, ilustruja ogdélny wniosek, iz
dowolny model systemu aksjomatycznego speinia kazde twierdzenie,
ktore da sie¢ wydedukowaé z owych aksjomatéow. Dlatego wiasnie
model systemu aksjomatycznego danej teorii nazywamy réwniez MO-
DELEM TEORII.

Jestedmy w stanie przedstawié¢ wiele réznych modeli naszego sy-
stemu aksjomatycznego, nawet w dziedzinie logiki i elementarnej ma-
tematyki. Modele takie otrzymamy, gdy wybierzemy w innej teorii
dedukcyjnej (ktéra bedziemy okresla¢ przymiotnikiem ,nowa”) dwie
odpowiednie state, powiedzmy ,K” i ,R” (gdzie pierwsza okresla kla-
se, druga — relacje), po czym wszedzie w Aksjomatach 1 i 2 ,0”
zamienimy na ,K”, a ,~"na ,R”, na koncu za$ pokazemy, ze otrzy-
mane w ten sposéb zdania sg twierdzeniami, lub wrecz aksjomatami
nowej teorii. Jedli sie nam to uda, méwimy, ze znalezliSmy INTER-
PRETACJE systemu aksjomatycznego w obrebie nowej teorii dedukcyj-
nej. Ta nowa teoria musi sie stosowaé do klasy K i relacji R, zatem
przedmioty te wyznaczaja model; model za$, zaréwno jak interpreta-
cja bedg obejmowaé nie tylko system aksjomatyczny, lecz takze cata
naszg teori¢ dedukcyjna. Jesli bowiem przez K7 i ,R” zastapimy
terminy pierwotne ,,0” i ,="nie tylko w aksjomatach, ale réwniez w
twierdzeniach naszej teorii, mozemy by¢ z géry pewni, ze wszystkie
twierdzenia otrzymane w ten sposéb beda twierdzeniami uznanymi
tej nowej teorii, a zatem — zdaniami prawdziwymi.

* ok %

Podamy tutaj dwa konkretne przyklady modeli i interpretacji na-
szej fragmentarycznej teorii. W tym celu symbol ,0” w Aksjoma-

o~

tach 1 i1 2 zastapimy symbolem klasy petnej ,V”, a symbol ,=2
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znakiem identycznosci ,,=". Jak latwo si¢ zorientowaé, aksjomaty w
tej sytuacji stana sie prawami logicznymi (konkretnie Prawami IT i
V z §17 — w nieco zmodyfikowanym sformulowaniu). Klasa pelna
i relacja identycznosci stanowig zatem model przyjetego przez nas
systemu aksjomatycznego, a nasza teoria znalazta niniejszym inter-
pretacje na gruncie logiki. Jezeli wiec w Twierdzeniach 1 i 2 na miej-
sce ,,O”wstawimy symbol ,V”  za$ na miejsce ,=2"— znak ,=", to z
pewnoscia otrzymamy zdania, ktére tez beda prawami logiki (zreszta
zapoznaliSmy sie juz z nimi— por. Prawa IIIiIV z §17).

Rozwazmy dalej zbior wszystkich liczb lub dowolny inny zbiér
liczb, oznaczajac go przez ,,L”. Umoéwmy sie, ze jesli réznica liczb
x iy jest liczba catkowita, to bedziemy nazywaé je réwnowaznymi,
wyrazajac to wzorem:

T =1y.

Zachodzi wiec na przyktad wzor:

1

[ =
Il
ot
=

a nie zachodzi:

3=2s3.

Lol

Zastepujac teraz w obu aksjomatach terminy pierwotne odpowiednio
przez L7 i ,=", uzyskamy, jak latwo wykazaé, uznane twierdze-
nia z zakresu arytmetyki. Nasza teoria posiada zatem interpretacje
w arytmetyce, podczas gdy wybrany zbior liczb L i relacja réwno-
waznosci = stanowig model systemu aksjomatycznego. I znowu, nie
przeprowadzajac zadnego dodatkowego rozumowania, mozemy by¢ z
gbéry pewni, ze z chwila, gdy poddamy analogicznemu przeksztalce-
niu Twierdzenia 1 i 2, dojdziemy do zdan prawdziwych z zakresu
arytmetyki.

* ok %

Opisane tu ogdlne cechy systemdéw aksjomatycznych znajduja wie-
le interesujacych zastosowan w badaniach metodologicznych. Zilu-
strujemy tutaj takie zastosowania na przyktadzie; pokazemy, jak moz-
na dowie$¢ — w oparciu o dotychczasowe obserwacje — ze pewnych
zdan nie da si¢ wydedukowaé z naszego systemu aksjomatycznego.

Rozwazmy nastepujace zdanie A (sformulowane wylacznie za po-
moca terminéw logicznych i terminéw pierwotnych naszej teorii):
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A. Istniejg dwa elementy x iy zbioru O, dla ktorych nie zachodzi,
Ze x 2y (inaczej moéwiac: istniejg dwa odcinki, ktdre nie sq
przystajace).

Zdanie to wyglada na niewatpliwie prawdziwe. Niemniej wszyst-
kie proby dowiedzenia go w oparciu tylko o Aksjomaty 1 i 2 spelzaja
na niczym. Rodzi sie wiec przypuszczenie, ze Zdania A po prostu
nie da sie wydedukowaé z naszych aksjomatéow. Aby to potwierdzié,
przeprowadzamy nastepujace rozumowanie. Ot6z gdyby Zdanie A
dato sie wydedukowaé z naszych dwoéch aksjomatéw, to — jak wiemy
— kazdy model tego systemu spetniatby to zdanie; jesli wiec udaloby
sie nam znalezé model systemu aksjomatycznego, ktory nie spelnia
Zdania A, mielibySmy dowdd, iz zdania tego nie da sie wydedukowaé
z Aksjomatow 1 i 2. Okazuje sie, ze uzyskanie takiego modelu nie
jest wcale trudne. Wezmy na przykltad zbiér wszystkich liczb catko-
witych lub dowolny inny zbiér liczb calkowitych oznaczony przez C
(odpowiedni bylby na przyklad zbiér skladajacy sie tylko z liczb 0
i 1) oraz omawiana wyzej relacje réwnowazno$ci = miedzy liczbami.
Wiemy juz z poprzednich rozwazan, ze taki zbior C i relacja = sta-
nowia model naszego systemu aksjomatycznego. Zdanie A wszelako
nie jest spelnione przez ten model, nie istniejg bowiem dwie liczby
catkowite x i y, ktére nie sg réwnowazne, czyli takie, ktérych réznica
nie jest liczbg catkowita. Inny model odpowiedni do tego celu tworzy
dowolna klasa indywiduéw i relacja uniwersalna V, ktéra zachodzi
miedzy dowolnymi dwoma indywiduami (relacji tej oczywiscie nie
nalezy myli¢ z klasa pelna).

Typ rozumowania, ktoére tu zastosowaliSmy, nosi nazwe METODY
DOWODZENIA POPRZEZ WSKAZANIE MODELU; jej wariant odnosi sie
bezposrednio do interpretacji i wtedy nazywa sie METODA DOWODZE-
NIA PRZEZ INTERPRETACIJE.

* k%

Omowione wyzej spostrzezenia i pojecia mozna rozszerzy¢ — bez
zasadniczych zmian — na inne teorie dedukcyjne. W nastepnym
paragrafie sprébujemy opisaé je w sposob ogdlny.

838 Prawo dedukcji; formalny charakter nauk
dedukcyjnych

*Rozwazamy dowolng teorie dedukcyjng, ktéra jest oparta na pew-
nym systemie terminéw pierwotnych i aksjomatéw. Dla uproszczenia
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naszych rozwazan przyjmujemy, ze teoria ta zaklada z gory tylko lo-
gike; innymi stowy, logika jest jedyna nauka wczesniejsza od danej
teorii (por.§36). Wyobrazmy sobie, ze we wszystkich twierdzeniach
naszej teorii terminy pierwotne zostaly zastapione wszedzie odpo-
wiednimi zmiennymi (jak w§37; znowu dla prostoty nie bierzemy
pod uwage definicji i twierdzen z terminami zdefiniowanymi). Prawa
konstruowanej przez nas teorii stalty sie funkcjami zdaniowymi, za-
wierajacymi jako zmienne wolne te symbole, ktore weszty w miejsce
terminéw pierwotnych; funkcje te nie zawieraja zadnych innych sta-
lych poza tymi, ktore naleza do logiki. Majac dane pewne przedmioty,
czyli klasy, relacje, itp., mozna badaé, czy spelniaja one wszystkie ak-
sjomaty naszej teorii, lub — Scislej méwiac — czy spelniajg funkcje zda-
niowe otrzymane z tych aksjomatéw w opisany sposob (a wiec, czy na-
zwy lub oznaczenia przedmiotéw, podstawione w miejsce zmiennych
wolnych, czynia z funkcji zdaniowych zdania prawdziwe; por. § 2). Je-
§li sie okaze, ze tak, to powiemy, ze rozwazane przedmioty tworzg MO-
DEL lub sg REALIZACJA SYSTEMU AKSJOMATYCZNEGO naszej teorii
dedukcyjnej. Niekiedy méwimy, ze tworza one MODEL TEORII DE-
DUKCYJNEJ jako takiej. W analogiczny sposéb mozemy badaé, czy
dane przedmioty spelniaja jakikolwiek inny wybrany system twier-
dzen naszej teorii i czy wobec tego tworza one model tego systemu
(gdzie twierdzenia moga by¢ aksjomatami lub nie, system zas moze
sktadaé sie z pojedynczego twierdzenia).

Model systemu aksjomatycznego stanowia na przyktad przedmioty
oznaczone terminami pierwotnymi danej teorii, poniewaz przyjmuje-
my, ze wszystkie aksjomaty sa zdaniami prawdziwymi; oczywiscie,
model ten bedzie spelnial wszystkie twierdzenia naszej teorii. Nie
odgrywa on jednak zadnej uprzywilejowanej roli przy konstruowaniu
naszej teorii. Wyprowadzajac z aksjomatéw to czy inne twierdze-
nie, nie myslimy o zadnych specyficznych wtasnosciach tego modelu,
uzytek robimy tylko z tych wlasnosci, ktoére sa wymienione wprost w
aksjomatach i ktore wobec tego nalezg do kazdego modelu systemu
aksjomatycznego. W konsekwencji dowod jakiegokolwiek twierdzenia
naszej teorii da sie rozciagnac¢ na kazdy model systemu aksjomatycz-
nego, a poza tym mozemy przeksztalcié¢ go (wstawiajac — jak poprzed-
nio — zmienne na miejsce staltych pierwotnych) w bardziej ogélne ro-
zumowanie, ktore nie nalezy juz do naszej teorii, lecz do logiki. W
wyniku takiego zabiegu otrzymujemy ogélne twierdzenie logiczne (jak
prawa I iII z poprzedniego paragrafu), ktére glosi, Ze omawiane twier-
dzenie — gdy odpowiednio interpretowane — spetlnione jest przez kazdy
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model naszego systemu aksjomatycznego. Ostateczng konkluzje, do
ktorej w ten sposéb dochodzimy, sformutujemy nastepujaco:

Kazde twierdzenie danej teorii dedukcyjnej speinione
jest przez dowolny model systemu aksjomatycznego
tej teorii, a ponadto kazdemu twierdzeniu odpowiada
ogdlne twierdzenie, dajgce sie sformutowad i udowodnic
w ramach logiki, ktére mowi, zZe omawiane twierdzenie
spetnione jest przez dowolny taki model.

Mamy tutaj prawo ogélne z dziedziny metodologii nauk dedukcyj-
nych, ktére — w bardziej precyzyjnym sformutowaniu znane jest pod
nazwa PRAWA DEDUKCJI (lub TWIERDZENIA O DEDUKCJI).3

Wazne znaczenie praktyczne tego prawa wynika z faktu, ze jestes-
my zwykle w stanie wskazaé szereg réznych modeli systemu aksjo-
matycznego wybranej teorii, nie wykraczajac poza obreb nauk de-
dukeyjnych (czyli matematyki). W poprzednim paragrafie pokazalis-
my jeden ze szczegdlnie interesujacych nas sposobéw szukania takich
modeli, polegajacy na wybraniu pewnych wyrazéw statych z jakiej$
innej teorii dedukcyjnej (ktéra moze by¢ logika lub nauka zaklada-
jaca logike, za$ wyrazy stale moga by¢ pierwotne lub zdefiniowane),
wstawieniu ich w aksjomatach na miejsce terminéw pierwotnych i po-
kazaniu, ze tak otrzymane zdania sa twierdzeniami uznanymi tej innej
teorii. Powiadamy wéwczas, ze ZNALEZLISMY INTERPRETACJE SYS-
TEMU AKSJOMATYCZNEGO DAWNEJ NAUKI W NOWEJ NAUCE.! (W

30dkrycia tego prawa dokonali niezaleznie od siebie francuski logik J. HER-
BRAND (1908-1931) oraz Autor.

tCzytelnik powinien zauwazy¢, ze tutaj, jak poprzednio, mieliémy do czynie-
nia z dwoma pojeciami: pojeciem modelu oraz pojeciem interpretacji jednej (de-
dukcyjnej) teorii w innej. Podkreslamy, ze sa to dwa rézne pojecia: pierwsze,
dotyczace modeli, obejmuje szczegdlne przedmioty takie, jak klasy, relacje, itp.,
natomiast interpretacja zalezy od twierdzen uznanych. W praktyce wszelako idee
te sie zlewaja, gdyz interpretacja jednej teorii w innej sugeruje zwykle model (na
przyklad mozna wziaé przedmioty, do ktérych pierwotnie odnosita sie nowa na-
uka), z kolei wyjécie od modelu moze prowadzié wprost do nauki stowarzyszonej,
czyli do interpretacji oryginalnej nauki. — Przypomnijmy sobie przyktad z po-
przedniego paragrafu. Rozwazaliémy tam zbiér £ liczb i relacji réwnowaznosci =,
przedmioty te zas okreslaja model naszej mini-teorii. Jezeli teraz opiszemy ow
zbidr i owa relacje odwolujac sie do arytmetyki, doprowadzi nas to do interpreta-
cji naszej mini-teorii w obrebie arytmetyki. — Zauwazmy tez, ze przy omawianiu
modeli stowa ,interpretacja’ uzywa sie niekiedy w innym sensie. Mozna by, na
przyklad, powiedzieé, ze nowe terminy (jak ,£” i ,=") stanowia nowa interpre-
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szczegdlnosdci moze sie zdarzyé, ze te wybrane wyrazy stale naleza
do zakresu dawnej nauki, przy czym niektére terminy pierwotne mo-
glyby nawet pozosta¢ bez zmiany; w takim przypadku powiemy, ze
dany system aksjomatyczny znalazl nowg interpretacje w uprawianej
przez nas nauce.) — Poddajmy z kolei analogicznemu przeksztalceniu
twierdzenia dawnej nauki, czyli zastapmy w nich wszedzie terminy
pierwotne tymi wyrazami stalymi, ktérych uzyliémy przy interpre-
towaniu aksjomatéw. Réwniez do tego przypadku stosuje sie prawo
dedukcji i mozemy by¢ z géry pewni, ze uzyskane na tej drodze zda-
nia beda prawami nowej nauki. Wniosek ten mozemy sformutowaé
nastepujaco:

Wszystkie twierdzenia udowodnione w oparciu o dany
system aksjomatyczny pozostajg stuszne dla dowolnej
interpretacyi tego systemau.

Inaczej méwiac, przeprowadzanie odrebnego dowodu dla ktoére-
gokolwiek z owych przeksztalconych twierdzen jest rzecza zbedna;
byltoby to zreszta zadanie czysto mechanicznej natury, wystarczy bo-
wiem przeksztalci¢é odpowiednie rozumowanie z zakresu dawnej na-
uki, poddajac je tym samym modyfikacjom, ktore zastosowalidémy
poprzednio w odniesieniu do aksjomatéw i twierdzen. Kazdy dowdd
w obrebie nauki dedukcyjnej zawiera — potencjalnie — nieograniczona
liczbe analogicznych dowoddéw.

% kX

Opisane wyzej fakty ilustruja wielka warto$¢ metody dedukcyj-
nej z punktu widzenia ekonomii myslenia ludzkiego. Posiadaja one
donioste znaczenie teoretyczne, juz chocby z tego powodu, ze two-
rzg fundamenty dla réznych rozumowan i badan w zakresie metodo-
logii nauk dedukcyjnych. W szczegdélnosci prawo dedukcji stanowi
teoretyczng podstawe dla wszystkich dowodéw znanych jako dowody
poprzez wskazanie modelu lub poprzez interpretacje; jeden ich przy-
ktad napotkaliémy juz w poprzednim paragrafie, inne znajdziemy w
IT czesci ksiazki.

Dla doktadnosci dodamy, ze powyzsze rozwazania dajg sie zastoso-
waé do kazdej nauki dedukcyjnej, przy konstruowaniu ktérej zaktada
sie znajomos¢ logiki, natomiast stosowanie tych uwag do samej logiki

tacje oryginalnych terminéw (w tym przypadku ,O” i ,2"). Przyklady takiego
uzycia podajemy w odsytaczach w rozdziale VIII.
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nastrecza pewne trudnodci, ktérych nie bedziemy tutaj rozstrzasali.
Jedli nauka dedukcyjna zaktadataby z géry nie tylko znajomoéé¢ logiki,
ale rowniez innych nauk, to podane tu pojecia wymagalyby nieco
bardziej skomplikowanego sformutowania.

% 3k kx

Wspdlnym zZrédltem wspomnianego wyzej zjawiska metodologicz-
nego jest podkredlony przez nas w poprzednim paragrafie wymog, by
konstruujac nauke dedukcyjna, ignorowaé¢ znaczenie aksjomatéw, a
pod uwage braé tylko ich postaé. Z tej przyczyny méwi sie o czysto
FORMALNYM CHARAKTERZE nauk dedukcyjnych i wszelkich rozumo-
wan w obrebie tych nauk.

Od czasu do czasu spotyka si¢ wypowiedzi, ktére formalny charak-
ter matematyki przedstawiaja w sposob paradoksalny i przesadzony.
Wypowiedzi te, choé¢ w zasadzie stuszne, moga staé si¢ zrédlem za-
metu i pomieszania pojet. Styszy sie wiec, a niekiedy nawet czyta, ze
pojeciom matematycznym nie mozna przypisywaé zadnej okreslonej
tresci; ze w matematyce nie wiemy, o czym wiladciwie méwimy i ze
nie interesuje nas, czy to co méwimy, jest prawda. Do takich sadéw
nalezy odnosi¢ sie raczej krytycznie. Jesli ktos przy konstruowaniu
nauki zachowuje sie, jak gdyby nie rozumial znaczenia terminéw tej
nauki, to nie jest to jednoznaczne z odmawianiem tym terminom ja-
kiegokolwiek sensu. Zdarza sie, co prawda, ze budujac pewng teorie
dedukcyjna, nie przypisujemy jej terminom okreslonego znaczenia i
odnosimy si¢ do nich jak do symboli zmiennych. W takich okoliczno-
$ciach méwimy, ze traktujemy teorie jako SYSTEM FORMALNY. Ale
sytuacja tego rodzaju (nie brana pod uwage w naszym ogélnym omo-
wieniu nauk dedukeyjnych w § 36) zdarza sie tylko, gdy dysponujemy
kilkoma modelami czy interpretacjami dla systemu aksjomatycznego
tej nauki, a wiec jesli mamy szereg mozliwosci przypisania konkret-
nego znaczenia terminom wystepujacym w tej nauce, ale z zadnej
z tych mozliwosci nie chcemy wyrdznia¢. Taki natomiast system
formalny, dla ktérego nie potrafilibySmy podaé ani jednego modelu,
przypuszczalnie nikogo by nie interesowal.

Xk X 3k
Na zakoniczenie chcemy zwréci¢ uwage czytelnika na pewne szcze-

gblne — o wiele wazniejsze od podanych w § 37 — przyktady interpre-
tacji nauk matematycznych.
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System aksjomatyczny dla arytmetyki daje sie zinterpretowaé w
obrebie geometrii: majac dowolng linie prosta, mozna zdefiniowaé
pewne relacje miedzy jej punktami oraz pewne dzialania na tych
punktach tak, by spetni¢ wszystkie aksjomaty — a zatem takze wszyst-
kie twierdzenia — z zakresu arytmetyki, podczas gdy pierwotne sfor-
mutowania tych aksjomatéw i twierdzen dotycza odpowiednich relacji
miedzy liczbami i dzialan na liczbach. (Jest to cisle zwiazane z oko-
licznosciami wspomnianymi w § 33, mianowicie z mozliwoscia ustano-
wienia odpowiedniosci doskonatej miedzy wszystkimi punktami pro-
stej a wszystkimi liczbami.) I odwrotnie, systemy aksjomatyczne
geometrii maja interpretacje w obrebie arytmetyki. Fakty te znaj-
duja wielorakie zastosowanie. Mozemy uzywaé przedmiotéw geome-
trycznych, by da¢ pogladowy przykitad rozmaitych faktéw z zakresu
arytmetyki — jest to tzw. metoda graficzna; z drugiej strony, mozemy
badaé¢ cechy geometryczne za pomoca metod arytmetyki, czy tez alge-
bry, ponadto istnieje specjalny dzial geometrii, znany jako geometria
analityczna, ktéry zajmuje sie badaniami tego typu.

Arytmetyke, jak juz widzieliémy, mozna skonstruowaé jako dzial
logiki (por. §26). Jedli jednak potraktujemy arytmetyke jako osobna
nauke dedukcyjna, oparta na wlasnym systemie terminéw pierwot-
nych i aksjomatéw, to jej relacje do logiki da sie uja¢ nastepuja-
co: arytmetyka dopuszcza interpretacje w obrebie logiki (przy czym
aksjomat nieskonczonosci jest wlaczony do logiki — por. § 26); inaczej
moéwigc, mozliwe jest zdefiniowanie pewnych poje¢ logicznych, spet-
niajacych wszystkie aksjomaty arytmetyki, a zatem takze wszystkie
twierdzenia. Jedli teraz przypomnimy sobie, ze geometria posiada
interpretacje w obrebie arytmetyki, to dojdziemy do wniosku, ze za-
réwno geometria jak arytmetyka posiadaja interpretacje w obrebie lo-
giki. Wszystkie te fakty sa bardzo wazne z metodologicznego punktu
widzenia.*

839 Wyboér aksjomatéw i terminéw pierwotnych; ich
niezaleznosé

Oméwimy obecnie zagadnienia bardziej specjalnej natury, dotyczace
jednak podstawowych skladnikéw metody dedukcyjnej, mianowicie
wyboru terminéw pierwotnych z jednej strony oraz konstruowania
definicji i dowodow z drugiej.

% kX
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Wazne jest, by uswiadomié sobie, ze przy wyborze terminéw pier-
wotnych i aksjomatow mamy duza swobode; bledem byloby mnie-
mad, ze pewnych wyrazen w danej teorii nie da si¢ zdefiniowac, zas
pewnych praw — w zaden sposéb wyprowadzi¢ i ze wobec tego na-
lezy uznaé je, odpowiednio, za terminy pierwotne oraz aksjomaty.
Okoliczno$é ta prowadzi do pojecia EKWIPOLENCJI lub ROWNOWAZ-
NoSCI. Dwa systemy zdan danej teorii nazywamy ROWNOWAZNYMI, !
gdy kazde zdanie pierwszego systemu daje sie wydedukowaé ze zdan
drugiego wraz z twierdzeniami nauk wczesniejszych od danej teorii. 1
odwrotnie, czyli gdy kazde zdanie drugiego systemu da sie¢ wyprowa-
dzi¢ ze zdan pierwszego (wraz z twierdzeniami nauk wczesniejszych;
zdan wystepujacych w obu systemach nie musimy, rzecz jasna, réwno-
cze$nie wyprowadzac). Wyobrazmy sobie dalej, ze nauka dedukcyjna
zostala ustalona w oparciu o pewien system aksjomatow, i ze w trak-
cie konstruowania jej trafiliSmy na system praw, ktore okazaly sie
rownowazne — w sensie wladnie opisanym — z wyjsciowym systemem
aksjomatycznym. (Aby uzyskaé konkretny przyktad wréémy do owej
mini-teorii przystawania odcinkéw, omawianej w §37. Otéz latwo
pokazaé, ze system aksjomatyczny tej teorii jest réwnowazny z sys-
temem zdan, sktadajacym si¢ z Aksjomatu 1 oraz Twierdzen 11 2.)
Kiedy zachodzi sytuacja tego rodzaju, to — z teoretycznego punktu
widzenia — mozna przebudowaé cala nauke, przyjmujac prawa no-
wego systemu za aksjomaty i udowadniajac dawne aksjomaty jako
twierdzenia. Nawet okolicznos¢, ze nowe aksjomaty poczatkowo mo-
glyby nie mie¢ tego charakteru bezposredniej oczywistosci co dawne,
nie posiada istotnego znaczenia; kazde bowiem prawo uzyskuje w
pewnej mierze ceche oczywistoséci z chwila, gdy potrafimy je wypro-
wadzi¢ w sposéb przekonujacy z innych oczywistych praw. Wszystko
to dotyczy réwniez — mutatis mutandis — terminéw pierwotnych nauki
dedukcyjnej; ich system mozemy zastapi¢ kazdym innym systemem
terminéw danej nauki pod warunkiem, ze te dwa systemy sg réwno-
wazne, a wiec ze kazdy termin pierwszego systemu da sie zdefiniowaé
za pomocg termindéw drugiego oraz terminéw zaczerpnietych z nauk
wezesniejszych i vice versa. O wyborze systemu terminéw pierwot-
nych i aksjomatéw sposrdéd wszelkich mozliwych systemow réwno-
waznych nie decyduja wzgledy natury teoretycznej lub zasadniczej

TTutaj stowa ,réwnowasny’ uzywamy w dwéch réznych znaczeniach. Gdy za-
lezy nam na wigkszej doktadnosci, méwimy, ze dwa systemy zdan sg ROWNOWAZNE
POD WZGLEDEM DOWODU, za$ dwa systemy terminéw pierwotnych (por. ponizej)
s34 ROWNOWAZNE POD WZGLEDEM SRODKOW WYRAZU. Zwykle z kontekstu wynika,
o ktére znaczenie terminu ,,réwnowazny’ nam chodzi.
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(w kazdym razie nie tylko), wchodza tu natomiast w gre inne czyn-
niki — praktyczne, dydaktyczne, a nawet estetyczne. Niekiedy chodzi
o to, by wybra¢ mozliwie najprostsze terminy pierwotne i aksjomaty,
albo by byto ich mozliwie mato; kiedy indziej zalezy nam, by pozwa-
laly one w najprostszy sposéb zdefiniowa¢ terminy i dowieS¢ praw
danej nauki, ktére nas szczegdlnie interesuja.

X ok x

Z powyzszymi uwagami wiaze si¢ jeszcze inna kwestia. W za-
sadzie dazymy do tego, by system aksjomatyczny nie zawieral ani
jednego zbednego prawa, czyli prawa, ktore datoby sie wywies¢ z po-
zostalych aksjomatéw i mogloby byé¢ dzigki temu zaliczone do twier-
dzen konstruowanej nauki. Taki system nazywamy NIEZALEZNYM
(lub SYSTEMEM AKSJOMATOW WZAJEMNIE NIEZALEZNYCH). Dbamy
réwniez o to, by system terminéw pierwotnych byl NIEZALEZNY, a
wiec by nie zawieral zadnych zbednych terminéw, dajacych sie zde-
finiowaé¢ za pomoca innych. Dos¢ czesto jednak rezygnujemy z tych
metodologicznych postulatéw (czy zasad) na rzecz pewnych wzgle-
dow natury praktycznej, a zwlaszcza dydaktycznej; dotyczy to przede
wszystkim sytuacji, w ktérych opuszczenie zbednego aksjomatu lub
terminu pierwotnego pociagnetoby za soba znaczne komplikacje w
konstruowaniu nauki.ff

840 Formalizacja definicji i dowodoéw,
sformalizowane nauki dedukcyjne

Metoda dedukcyjna shusznie jest uwazana za najdoskonalszg ze zna-
nych metod konstruowania teorii. Unikajac regressus ad infinitum,
rownocze$nie uniemozliwia ona w znacznej mierze powstanie nieja-
snosci 1 btedéw. Stosowanie tej metody usuwa niemal wszystkie wat-
pliwosci odnosnie tresci poje¢ i prawdziwosci twierdzen danej teorii;
te, ktore pozostaja, dotycza tylko niewielkiej liczby termindéw pier-
wotnych i aksjomatéw.

Nalezy tu jednak uczynié pewne zastrzezenie. Stosowanie metody
dedukcyjnej tylko wtedy da pozadane wyniki, gdy wszystkie definicje

tAutor, jak widzimy, uzywa slowa ,postulaty” w sensie ,wytyczne’ lub
»przepisy’. Niektére z nich wymagajg bardziej $cistego przestrzegania, inne nato-
miast — jak w powyzszym przyktadzie — mniej.
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i wszystkie dowody beda spelniaé¢ w pelni swe zadanie, a wiec jedli de-
finicje wyjasnia nam ponad wszelkie watpliwosci sens definiowanych
terminéw, dowody za$ przekonaja nas o stusznosci uzasadnianych
praw. Nie zawsze tatwo sprawdzié¢, czy poszczegélne definicje i do-
wody istotnie czynia zado$¢ wymaganiom; moze si¢ zdarzy¢, ze rozu-
mowanie, ktére jednemu cztowiekowi wyda sie przekonujace, dla dru-
giego nie bedzie zrozumiale. Aby usunaé¢ wszelkie niepewnosci w tym
zakresie, wspolczesna metodologia zmierza do tego, by przy badaniu
definicji i dowodéw subiektywng ocene zastapi¢ kryteriami natury
obiektywnej, by poprawno$é¢ definicji i dowodéw uzalezni¢ wylacznie
od ich struktury — od zewnetrznej postaci. W tym celu wprowadza sie
specjalne REGULY DEFINIOWANIA i REGULY DOWODZENIA. Pierwsze
mowiag nam, jaka posta¢ winny posiada¢ zdania przyjmowane w nauce
za definicje, drugie za$ opisuja, jakim przeksztalceniom wolno pod-
dawaé¢ prawa nauki przy wyprowadzaniu z nich innych praw. Kazda
definicja musi by¢ zbudowana zgodnie z regutami definiowania i kazdy
dow6d musi byé ZUPELNY, czyli musi polegaé na kolejnym stosowa-
niu regul dowodzenia do zdan uprzednio juz uznanych za prawdziwe
(por.§§11 1 15). — Te nowe postulaty metodologiczne mozna nazwaé
postulatami FORMALIZACJI DEFINICJI I DOWODOW:; za$ o dyscyplinie
skonstruowanej zgodnie z tymi nowymi przepisami moéwimy, ze jest
SFORMALIZOWANA NAUKA DEDUKCYJNA.?

EOE

*Postulaty formalizacji zaostrzaja znacznie formalny charakter
matematyki. Juz na wcze$niejszym etapie naszych badan nad meto-
da dedukcyjna nalezato abstrahowa¢ od znaczenia wszystkich zwro-
tow specyficznych dla konstruowanej nauki i zachowywac sie tak, jak
gdybyémy zamiast tych zwrotow mieli symbole zmienne pozbawione
niezaleznego znaczenia. Ale przynajmniej pojeciom logicznym wol-
no byto przypisywaé ich zwyczajowe znaczenie. W zwiazku z tym
aksjomaty i twierdzenia z zakresu matematyki mogliémy traktowaé
jesli nie jako zdania, to przynajmniej jako funkcje zdaniowe, czyli
wyrazenia, ktore majg forme gramatyczna zdan i wyrazaja pewne
wlasnosci przedmiotéw lub relacji miedzy nimi. Wyprowadzié¢ jakies

1Pierwsze préby przedstawienia nauk dedukcyjnych w postaci sformalizowane;
pochodza od cytowanego juz dwukrotnie logika FREGEGO (por. ods. 2, str. 20 oraz
ods. 4, str.85). Wysoki poziom formalizacji uzyskal w swych pracach polski logik
S. LESNIEWSKI (1886-1939); jednym z jego osiagnieé jest doktadne i wyczerpujace
sformutowanie regut definiowania.
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twierdzenie z przyjetych aksjomatéw (lub z twierdzen wezesniej udo-
wodnionych) znaczylo tyle, co pokazaé¢ w przekonujacy sposob, ze
wszystkie przedmioty, ktore spelniaja aksjomaty, spelniaja rowniez
dane twierdzenie; dowody matematyczne nie odbiegaly wiec znacz-
nie od potocznych rozwazan. Obecnie nalezy jednak abstrahowaé¢ od
sensu wszystkich bez wyjatku terminéw napotkanych w danej nauce
i przy rozwijaniu teorii dedukcyjnej o zdaniach trzeba myéleé¢ jako
o konfiguracji znakéw, pozbawionych wszelkiej tresci. Kazdy dowdd
sformalizowanej nauki polega na poddaniu aksjomatéw lub uprzednio
udowodnionych twierdzen szeregowi czysto zewnetrznych przeksztal-
cen.*

X ok X

W $wietle wspélczesnych wymagan logika, jako podstawa nauk
matematycznych, odgrywa znacznie wazniejsza role niz dawniej. Nie
zadowala juz raczej przeswiadczenie, ze — dzigki wrodzonym lub na-
bytym zdolnosciom poprawnego myslenia — rozumujemy zgodnie z
regutami logiki. Aby przeprowadzi¢ dowdd zupelny twierdzenia, mu-
simy wykonywaé przeksztalcenia zgodne z regutami dowodzenia nie
tylko na zdaniach nalezacych do nauki, ktéra uprawiamy, ale rowniez
na zdaniach logiki (i innych przyjetych nauk wczeéniejszych). W tym
celu musimy rozporzadzaé pelna lista praw logicznych, odpowiednich
do konstruowania dowodu.

Jedynie dzieki rozwojowi logiki dedukcyjnej potrafimy juz dzis,
przynajmniej teoretycznie, przedstawi¢ kazda dyscypling matema-
tyczna w postaci sformalizowanej. W praktyce jednak pociaga to
za sobg wcigz liczne komplikacje; to, co wyklad zyskuje na $cistosci i
poprawnosci metodologicznej, traci na przejrzystosci i przystepnosci.
Cala ta kwestia jest wciaz doéé swiezej daty, badania nad nia nie zo-
staly jeszcze definitywnie zakonczone, i mozna sie spodziewad, ze dal-
szy postep przyniesie znaczne uproszczenia.! Stosowanie sic w pelni

TOd czasu wezesnych wydan Wprowadzenia do logiki niewatpliwie poczyniono
w tej kwestii rozmaite ulepszenia i uproszczenia. Tym nie mniej sformalizowa-
ny wyktad nauki matematycznej wciaz jest obcigzony wspomnianymi znacznymi
komplikacjami i brakiem przystepnosci. Taki wyktad mégtby stuzyé pewnym spe-
cjalnym celom, ale obecnie — podobnie jak niegdys — nie nadaje sie zbytnio jako
wprowadzenie do omawianej nauki. — ChcielibySmy tu zaznaczyé, ze poza wy-
eliminowaniem niepewnosci (o czym mowa w tekscie) formalizacja odgrywa inna
wazng role. Istotnie, rozmaite kwestie metodologiczne (wéréd nich zagadnienia
rozwazane w § §41-42 i 59-60) wymagaja najpierw znalezienia odpowiedzi na na-
stepujace pytanie: Czym jest dow6d? Innymi stowy: Czym sg jego definiujace
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do postulatéw formalizacji przy popularnym przedstawieniu ktérej-
kolwiek z dziedzin matematyki wydaje sie jeszcze cokolwiek przed-
wczesne. W szczegblnosci nie byloby racjonalne wymaganie, by w
normalnym podreczniku jakiejs nauki matematycznej dowody twier-
dzen podawaé w postaci zupetnej. PowinniSmy jednak oczekiwaé¢ od
autora podrecznika intuicyjnej pewnosci, ze wszystkie jego (czy jej)
dowody dadzg sie doprowadzi¢ do tej postaci, a nawet chcielibys-
my, by dochodzil w rozwazaniach do takiego punktu, gdzie czytelnik
z pewnym do$wiadczeniem w mysleniu dedukcyjnym i dostateczng
znajomoscia wspodlczesnej logiki bytby w stanie bez wiekszej trudno-
$ci wypelnié¢ pozostate luki.

841 Niesprzecznos¢ i zupelnosé nauki dedukcyjnej;
zagadnienie rozstrzygalnosci

Rozwazymy teraz dwa pojecia metodologiczne, bardzo wazne z teo-
retycznego punktu widzenia, cho¢ pozbawione wiekszego znaczenia
pod wzgledem praktycznym, mianowicie pojecia NIESPRZECZNOSCI i
ZUPELNOSCI.

Nauke dedukcyjng nazywamy NIESPRZECZNA, jesli zadne dwa pra-
wa tej nauki nie sa wzajemnie sprzeczne lub, innymi stowy, jesli z
dowolnych dwéch zdan sprzecznych (por. §7) choé jedno nie daje sie
udowodnié¢. Natomiast nauke nazywamy ZUPELNA, jesli cho¢ jedno
z dowolnych dwéch zdan sprzecznych, sformutowanych calkowicie za
pomoca terminéw rozwazanej nauki (i nauk wezeéniejszych) daje sie
uzasadni¢ na gruncie tej nauki. Z kolei jesli zdanie jest takie, ze jego
negacja daje sie udowodni¢ w danej nauce, to méwi sie, ze zdanie to
mozna OBALIC w tej nauce. Uzywajac podane] terminologii mozemy
wiec powiedzieé, ze nauka dedukcyjna jest niesprzeczna, jesli zadne ze
zdan nie da si¢ jednoczesnie udowodnié¢ i obali¢ na gruncie tej nauki;
nauka jest zupelna, jesli kazde zdanie sformutowane przy zastosowa-
niu terminéw tej nauki daje sie udowodnié¢ lub obali¢ na jej gruncie.
Oba terminy ,niesprzeczna” i ,zupetna” stosujemy powszechnie nie
tylko do samej nauki, lecz réwniez do systemu aksjomatycznego, na
ktérym nauka jest oparta.

Sprobujmy wyjasni¢ sobie, na czym polega doniostosé powyzszych
poje¢. Kazda nauka, cho¢by najpoprawniej skonstruowana pod wzgle-
dem metodologicznym, traci wartos¢ w naszych oczach, jesli mamy

wtlasnosci? Rzecz jasna, na takie pytanie mozna doktadnie odpowiedzie¢ wytacz-
nie wtedy, gdy si¢ ma do czynienia z naukami sformalizowanymi.
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podstawy do przypuszczenia, ze nie wszystkie prawa tej nauki sa zda-
niami prawdziwymi. Z drugiej strony wartos¢ nauki jest niewatpliwie
tym wieksza, im wiecej zdan prawdziwych daje sie uzasadnié¢ na jej
gruncie. 7 tego punktu widzenia za ideal mozna uwazaé te nauke,
ktéra wéréd swych praw zawiera wszystkie zdania prawdziwe z da-
nego zakresu, a nie zawiera ani jednego zdania falszywego. Za zdania
»,Zz danego zakresu” uwazamy tutaj zdania, ktore sa wyrazone wy-
tacznie za pomoca terminéw rozwazanej nauki oraz terminéw nauk
wczesniejszych; trudno byloby przeciez wymagaé, by na gruncie aryt-
metyki dawaly sig¢ uzasadnié¢, powiedzmy, wszystkie zdania prawdziwe
zawierajace pojecia z zakresu chemii czy tez biologii . — Wyobrazmy
sobie teraz, ze nauka dedukcyjna jest sprzeczna, a wiec, ze wsrdéd
twierdzen tej nauki wystepuja jakies dwa zdania sprzeczne. Z prawa
sprzecznosci (por. §13) wynika, ze jedno z tych zdan musi by¢ fal-
szywe. Jesli natomiast nauka nie jest zupelna, to istnieja dwa zdania
sprzeczne (w rozwazanym zakresie), z ktérych zadne nie daje sie udo-
wodnié na gruncie tej nauki; w mysl jednak innego prawa, mianowicie
prawa wylaczonego srodka, jedno z tych zdan musi byé prawdziwe.
Widzimy wiec, ze nauka dedukcyjna nie moze zrealizowaé¢ naszego
idealu, o ile nie jest zarazem niesprzeczna i zupelna. (Nie chcemy
przez to bynajmniej powiedzie¢, ze kazda nauka niesprzeczna i zu-
pela realizuje ipso facto nasz ideal, to znaczy, ze jej aksjomaty i
twierdzenia obejmuja koniecznie wszystkie zdania prawdziwe z roz-
wazanego zakresu i tylko te zdania; bowiem takze nauka zawierajaca
falszywy aksjomat mogtaby by¢ niesprzeczna i zupekna.)

Na rozwazane przez nas zagadnienia mozna spojrzeé jeszcze ina-
czej. Rozwoj kazdej nauki dedukcyjnej polega na formutowaniu pytan
typu ,,czy jest tak a tak?”’ z zastosowaniem terminéw tej nauki, a
nastepnie prébowaniu znalezienia odpowiedzi w oparciu o przyjete
aksjomaty. Rzecz jasna, kazde zagadnienie tej postaci mozna roz-
strzygnaé¢ dwojako: twierdzaco lub przeczaco. W pierwszym przy-
padku odpowiedZ brzmi ,jest tak a tak”, w drugim — ,nie jest tak
a tak”. Niesprzecznosé i zupelnosé systemu aksjomatycznego nauki
dedukcyjnej gwarantuje nam, ze kazde zagadnienie opisanego tu typu
rzeczywiscie daje sie rozstrzygnaé na gruncie tej nauki i to tylko w
jeden sposob; niesprzecznosé¢ wyklucza mozliwosé dwédch rozwigzan
— pozytywnego i negatywnego zarazem, podczas gdy zupelnosé¢ daje
nam pewno$¢, ze przynajmniej jedno z tych rozwigzan da sie uzyskac.

% kX
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7 zupelnodcia Scisle wiaze sie inne zagadnienie, ogdlniejszej natu-
ry, ktore dotyczy nauk zaréwno niezupelnych, jak zupeilnych. Za-
gadnienie to polega na znajdowaniu — dla danej nauki dedukcyjnej
— ogoblnej mechanicznej metody, czyli ALGORYTMU, ktory umozliwil-
by nam ustalenie, czy jakiekolwiek zdanie (z omawianego zakresu,
por. wyzej) da sie udowodnié¢ na gruncie tej nauki. W takim przy-
padku moéwi sie 0 ROZSTRZYGANIU, czy zdanie da si¢ udowodnié¢; to
wazne zagadnienie znane jest pod nazwa ZAGADNIENIA ROZSTRZY-
GALNOSCI’t: o teoriach, dla ktérych zagadnienie to ma pozytywne
rozwiazanie, méwi sie, ze sa ROZSTRZYGALNE.

* ok %

Znamy niewiele nauk dedukcyjnych, ktére posiadaja niesprzeczne
i zupelne systemy aksjomatyczne. Z reguly sa to nauki elementarne
o prostej strukturze logicznej i ubogim zasobie pojeé. Jako przyktad
moze sthuzyé omoéwiony w rozdziale II rachunek zdan, o ile potrak-
tujemy go jako osobna teorie dedukcyjna, a nie jako dzial logiki (je-
§li jednak zastosujemy do niej termin , zupetna”’, to jego znaczenie
nalezy nieco zmodyfikowac¢). Niewykluczone, ze najbardziej intere-
sujacym przyktadem nauki niesprzecznej i zupelnej jest elementarna
geometria — mamy tu na mysli geometrie w takim wymiarze, w jakim
od wiekéw naucza sie jej w szkotach, czyli jako dzial elementarnej
matematyki; innymi slowy, chodzi tu o dyscypline, w ktérej bada

®Na doniostoéé poje¢ omawianych w tym paragrafie — zwlaszcza wage do-
wodow niesprzecznosci 1 zagadnienia rozstrzygalnosci — zwrécit uwage HILBERT
(por.ods. 2, str.125), ktéry stymulowal wiele waznych badan nad podstawami
matematyki. Dzieki jego inicjatywie pojecia te oraz zagadnienia staly sie przed-
miotem intensywnych studiéw prowadzonych przez licznych matematykéw i logi-
kéw.

"W odsytaczu 5 Autor méwi o ogblnym zagadnieniu rozstrzygalnosci dla ma-
tematyki. Rzeczywiscie, wczesne badania metodologiczne stawialy intrygujace
pytania w rodzaju: Czy da sie znalezé algorytm dla rozwiazania wszystkich ro-
dzajéw zagadnien wystepujacych w matematyce? Czy zagadnienia te upodobnia
sie wobec tego do ¢wiczen rachunkowych wykonywanych na liczbach, nie wyma-
gajacych zadnej pomystowosci? Obecnie wiemy, ze takich algorytméw nie da sie
zbudowad; por. dalszy tekst. Tak wiec zamiast ogélnego zagadnienia rozstrzygal-
nosci mamy zagadnienia rozstrzygalnosci dla réoznych dyscyplin matematycznych.

" Rozwazania na temat zagadnienia rozstrzygalnoci prowadza nas do innego
tematu. Zagadnienie to z natury rzeczy wymaga badania rozmaitych algorytmoéw
lub mechanicznych procedur, za$ algorytmy wszelkiego rodzaju interesuja tych,
ktérzy pracujg z komputerami. W rzeczy samej, miedzy badaniami metodologicz-
nymi a INFORMATYKA istnieja réznorodne zwigzki i analogie. Przykladu na to
dostarczaja zagadnienia rozstrzygalnosci.



144 Rozdzial VI. O metodzie dedukcyjnej

sie wlasno$ci rozmaitych figur geometrycznych specjalnego rodzaju —
proste, plaszczyzny, tréjkaty, kota, ale do ktérej nie wchodzi ogdlne

pojecie konfiguracji geometrycznej (zbioru punktéw).

Sytuacja zmienia sie w sposob zasadniczy przy przejéciu do ta-
kich nauk jak arytmetyka i geometria nie-elementarna. Nikt z lu-
dzi, uprawiajacych te nauki raczej nie watpi w ich niesprzecznosé,
tym nie mniej, jak pokazuja badania metodologiczne, kazda préba
udowodnienia ich niesprzecznosci doprowadzi do znacznych trudno-
$ci natury zasadniczej. Jeszcze gorzej przedstawia sie kwestia zu-
petnoéci. Okazuje sie, ze zaréwno arytmetyka, jak geometria nie sa
zupelne; skonstruowano mianowicie takie zagadnienia o charakterze
czysto arytmetycznym lub geometrycznym, ktérych na gruncie tych
nauk nie da sie rozwigzaé ani pozytywnie, ani negatywnie. Mozna
by przypuszczaé, ze fakt ten odzwierciedla po prostu niedoskonato-
$ci systemu aksjomatycznego i metod dowodzenia, ktérymi obecnie
dysponujemy, i ze przez odpowiednia modyfikacje (powiedzmy, roz-
szerzenie systemu aksjomatycznego) uda sie¢ w przyszlosci uzyskaé
systemy zupelne. Pewne dogtebne badania metodologiczne wykazaly
jednak, ze nauki te sa niezupelne w bardzo glebokim sensie: nigdy
nie uda si¢ zbudowaé niesprzecznej i zupetnej navki dedukcyjnej, ktora
by zawierala jako twierdzenia wszystkie zdania prawdziwe arytmetyk:
lub geometrii nie-elementarnej. Okazuje sig, ze rowniez zagadnienie
rozstrzygalnosci nie ma pozytywnego rozwiazania w tych naukach;
nie udaje si¢ znalez¢ ogdlnej metody, ktora pozwolitaby nam me-
chanicznie odrézniaé zdania, dajace sie udowodnié¢ na gruncie tych
nauk, od zdan, ktérych udowodnié¢ si¢ nie da. — Wyniki te dotycza
wielu innych nauk dedukcyjnych, a w szczegélnosci nauk, dla ktérych
arytmetyka liczb catkowitych lub arytmetyka liczb naturalnych (czyli
nauka o czterech podstawowych dzialaniach matematycznych na od-
powiednich liczbach) jest wczeéniejsza lub tez nauk, ktére zawieraja
sktadniki umozliwiajace rozwiniecie takiej arytmetyki. *Rezultaty te,

SPierwszy dowéd zupetosci dla rachunku zdai (i tym samym pierwsze po-
zytywne wyniki w badaniach nad zupelnoscia) zawdzieczamy amerykanskiemu
logikowi E. L. PosTowI (1897-1954). Dow6d zupelnosci (i rozstrzygalnoscei) dla
elementarnej geometrii pochodzi od Autora.
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na przyklad, mozna zastosowaé do ogdlnej teorii klas (co wynika z
rozwazah w ostatniej czesci § 26)*.7F

W Swietle tych ostatnich uwag staje sie rzecza zrozumiala, ze poje-
cia niesprzecznosci i zupelnosci — mimo swej teoretycznej doniostosci
— Wyx;ziierajq praktycznie niewielki wptyw na budowe nauk dedukcyj-
nych.

842 Rozszerzone pojecie metodologii nauk
dedukcyjnych

Badania niesprzecznosci i zupelnosci przyczynity sie bardzo istotnie
do rozwoju dziedziny i poszerzenia zakresu badan metodologicznych;
badania te doprowadzily nawet do podstawowej zmiany catego cha-
rakteru metodologii nauk dedukcyjnych. Pojecie metodologii opisane
na poczatku rozdzialu okazalo sie — w trakcie historycznego rozwo-
ju przedmiotu — zbyt waskie. Analiza oraz krytyczna ocena metod
konstruowania nauk dedukcyjnych przestaly by¢ wytacznym czy na-
wet gléwnym zadaniem metodologii. Metodologia nauk dedukcyjnych
stala sie ogolng teorig nauk dedukcyjnych w sensie analogicznym do

"Te niebywale wazne osiagniecia zawdzieczamy amerykanskiemu logikowi (au-
striackiego pochodzenia) K. GObLOWI (1906-1978). Jego wyniki badan nad za-
gadnieniem rozstrzygalnosci zostaly pdzniej poszerzone przez amerykanskiego lo-
gika A. CHURCHA (1903-).

fMoze okaze sie pomocna nastepujaca rekapitulacja: niezupelnosé i odpowied-
nie wyniki ustalono najpierw dla arytmetyki liczb naturalnych (wyniki te tatwo
daja sie przenie$é na liczby calkowite). Arytmetyke te mozna rozwinaé w ramach
teorii mnogosci (lub teorii klas), wobec czego wyniki, o ktérych tu mowa, stosuja
sie réwniez do tej teorii. Stosuja sie one takze do teorii, dla ktérych teoria mno-
gosci jest teoria wczesniejsza; sg nimi tzw. teorie nie-elementarne, a przyktadem —
geometria nie-elementarna.

HTen prosty wniosek nalezy chyba opatrzyé pewnym zastrzezeniem. Z pew-
noscig jest on stuszny, gdy ktos prébuje zbudowaé od nowa nauke, ktora juz jest
ustalona, za$ wiare w jej niesprzecznosé popierajg lata doswiadczen, nawet jesli
brak odpowiednich dowodéw. Sytuacja ulega jednak zmianie, gdy w gre wchodzi
nowa teoria, bez do$wiadczenia. W tym przypadku nowicjusz moégltby pomy-
$le¢, ze wolno mu tolerowa¢ kilka zdan udowodnionych wraz z ich zaprzeczeniami.
Tymczasem jego teoria nie miataby zadnej wartosci, poniewaz podstawowe prawo
metodologiczne (por.éwiczenie *11) pokazuje, ze w teorii, ktéra jest sprzeczna,
kazde zdanie daje si¢ udowodnié¢. — Z drugiej strony, niezupelnosé sama w sobie
nie dyskwalifikuje teorii. Tak wiec, gdy buduje sie nowsa teorie, nalezy zwracaé
baczna uwage na to, by unikaé sprzecznoéci, ale nie trzeba sie przejmowac, jesli
zbudowana nauka okaze si¢ niezupeina.
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tego, w ktorym arytmetyka jest teorig liczb, geometria za$ — teorig
figur geometrycznych. We wspolczesnej metodologii badamy nauki
dedukcyjne jako calo$é, jak réwniez poszczegdlne zdania, ktore sie na
nie skladaja; rozwazamy symbole i wyrazenia, z ktérych zdania takie
sa zbudowane; analizujemy wtasnosci oraz zbiory wyrazen i zbiory
zdan; relacje, ktore zachodza miedzy nimi (takie jak relacja wynika-
nia), a nawet relacje miedzy wyrazeniami i przedmiotami, o ktérych
wyrazenia te ,méwia” (takie jak relacja oznaczania); ustalamy ogélne
prawa rzadzace tymi pojeciami.f

* % %k

*W zwiazku z tym powinni$my zauwazy¢, co nastepuje: terminy,
ktére oznaczaja wyrazenia wystepujace w naukach dedukcyjnych, jak
réwniez terminy oznaczajace wlasnosci tych wyrazen lub relacji mie-
dzy nimi, naleza do metodologii nauk dedukcyjnych, a nie do dzie-
dziny logiki. Dotyczy to w szczegdlnoéci rozmaitych terminéw, ktore
wprowadzilidémy i stosowaliSmy we wczesniejszych rozdzialach — ta-
kich jak ,zmienna’, ,funkcja zdaniowa”, ,kwantyfikator”’, ,nastep-
nik” i wiele innych. Aby wyjasni¢ sobie réznice miedzy terminami
logicznymi i metodologicznymi, rozwazmy pare stow: ,lub” i , alter-
natywa”. Stowo ,lub” nalezy do rachunku zdah — a tym samym do
logiki — choé¢ uzywa sie go we wszystkich innych naukach, nie wyla-
czajac metodologii. Stowo ,alternatywa” natomiast oznacza zdanie
zbudowane za pomoca stowa ,lub’ i jest typowym przyktadem ter-
minu metodologicznego.

Czytelnik przypuszczalnie zdziwi sie, uswiadomiwszy sobie, ze w
rozdziatach poswieconych logice stosowaliSmy tyle terminéw metodo-
logicznych. Stosunkowo tatwo to wytlumaczyé. Jak pokazano w §9,
grajg tu role pewne okolicznosci: wérod logikdéw, jak réwniez wsrod
matematykow, istnieje szeroko rozpowszechniony zwyczaj uzywania
— czasami z czysto stylistycznych wzgledéw — zwrotéw, zawierajacych
terminy metodologiczne, w roli synoniméw dla wyrazen o charakterze
czysto logicznym lub matematycznym. W ksigzce do pewnego stop-
nia postepujemy zgodnie z tym zwyczajem. Z drugiej jednak strony,
wchodzi tu w gre wazniejszy czynnik; na razie tu nie prébowalidmy

fMozna tu dodaé, ze stynne badania prawdy prowadzone przez Autora znaj-
duja swe naturalne miejsce, jako dziat tej metodologii. Majac bowiem do czynie-
nia z zagadnieniem prawdy, zajmujemy sie powigzaniami miedzy wyrazeniami (w
tym przypadku, zdaniami) oraz miedzy przedmiotami, do ktérych si¢ wyrazenia
te odnosza, czy tez o ktérych ,méwia”.
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budowaé logiki w sposéb systematyczny, raczej opowiadalismy o lo-
gice, omawialiSmy i komentowaliSmy jej pojecia i prawa. Wiemy jed-
nakze (z §18), ze méwiac o wyrazeniach logicznych, musimy uzywaé
nazw tych wyrazen, a nazwy te sa terminami nalezagcymi do meto-
dologii. Gdybyémy rozwijali logike w postaci teorii dedukcyjnej, bez
zadnych komentarzy na ten temat, to terminy metodologiczne winny
wystepowaé tylko w sformutowaniach regut definiowania i dowodze-
nia.*

% k%

W trakcie ewolucji, ktéra przeszta metodologia, powstata potrzeba
zastosowania na tym polu nowych, subtelniejszych i doktadniejszych
metod badawczych. Metodologia przyjeta postaé dyscypliny deduk-
cyjnej — i faktycznie stata sie podobna naukom, ktérymi sie sama
zajmuje. Wobec poszerzonego pola badan wyrazenie ,,metodologia
nauk dedukcyjnych” nie wydaje sie¢ juz odpowiednie; w rzeczy samej,
stowo ,,metodologia’ znaczy w zasadzie ,nauka o metodzie”. Wobec
tego wyrazenie to zastepuje sie czesto innymi okresleniami — przewaz-
nie terminami ,METALOGIKA” i ,METAMATEMATYKA”, ktére znacza
mniej wiecej ,nauka o logice” i ,nauka o matematyce”. Uzywa sie
tez innego terminu, ,SYNTAKTYKA I SEMANTYKA NAUK DEDUKCYJ-
NYCH”, ktéry podkresla analogie miedzy metodologia nauk deduk-
cyjnych a gramatyka i interpretacja jezyka codziennego.81t

8Metodologia nauk dedukcyjnych w rozszerzonym sensie jest dyscypling mtod-
szg od innych dyscyplin rozwazanych w tej ksiazce. Jej intensywny rozwoj roz-
poczal sie dopiero po roku 1920 — réwnoczesnie (i jak sie wydaje, niezaleznie) w
dwdch réznych osrodkach: w Gottingen, pod wpltywem HILBERTA i szwajcarskiego
logika P. BERNAYSA (1888-1977) oraz w Warszawie, gdzie pracowali LESNIEWSKI I
LUKASIEWICZ (por. ods.: 2, str. 125; 4, str. 139; 2, str. 20). Fundamentalnym dzie-
tem w tym zakresie jest praca HILBERTA i BERNAYSA Grundlagen der Mathema-
tik (Berlin 1934, 1939). Aparat pojeciowy i aspekty filozoficzne nowej dyscypliny
omdwione zostaly w pismach amerykanskiego filozofa i logika (niemieckiego po-
chodzenia) R. CARNAPA (1891-1970); jego najwczesniejsza praca w tym kierunku
to Logische Syntax der Sprache (Wieden 1934).

"TNauki metodologiczne (metamatematyka, metalogika) wciaz sie rozwijaja;
obecnie maja kilka odgatezien, wsréd nich: TEORIE MODELI i TEORIE DOWODU.
Pierwsza zajmuje si¢ realizacjami lub modelami systeméw aksjomatycznych (czyli
semantyka), druga za$ — zagadnieniami dedukcji (a wigc sprawami formy i syn-
taksy.)
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Cwiczenia

1. Wskazaé¢ kilka interpretacji systemu aksjomatycznego, rozwaza-
nego w § 37, na gruncie arytmetyki i geometrii.

Czy zbiér wszystkich liczb wraz z relacja mniejszosci miedzy licz-
bami stanowig model tego systemu aksjomatycznego? Czy zbior
wszystkich prostych i relacja réwnolegtosci miedzy prostymi tworza
taki model?

2. We fragmencie geometrii, ktérym zajmowalismy si¢ w § 37, relacje
mniejszosci miedzy odcinkami mozna zdefiniowaé¢ w nastepujacy spo-
sob:

mowimy, zZe x jest mniejsze od y, czyli x < y, jesli x
1y sg odcinkamsi 1 jesli x jest przystajgce do odcinka,
bedgcego cze$ciq y; innymi stowy, jesli x € O, y€ O i
jesli istnieje taki przedmiot z, 2e 2z € O, 2z Cy, z#y
oraz T = z.

Wyrézni¢ w powyzszym zdaniu definiendum i definiens; okreslié¢
nauki (ewentualnie dzialy logiki), do ktérych naleza terminy wyste-
pujace w definiens. Czy definicja ta czyni zado$¢ ogdlnym zasadom
metodologicznym z § 36 oraz regutom definiowania z § 117

3. Czy dowdd Twierdzenia 1 w postaci podanej w § 37, jest dowodem
zupelnym, jesli bra¢ pod uwage tylko reguty dowodzenia oméwione
w §157

4. Poza Twierdzeniami 1 i 2 z aksjomatéw podanych w §37 mozna
wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenia:

TWIERDZENIE 3. Dla dowolnych elementéow x, y i z zbioru O,
jesli x =y i x=z, to y=z.

TWIERDZENIE 4. Dla dowolnych elementow x, y i z zbioru O,
jesli x=y 1+ y=z,to z=zx.

TWIERDZENIE 5. Dla dowolnych elementow x, y, z i t zbioru O,
jesli =y, y=z i 2=t to x=t.

Udowodnié¢ szczegdtowo, ze nastepujace uklady zdan sa réwno-
wazne — w sensie ustalonym w §39 — z systemem sktadajacym sie z
Aksjomatéw 11 2 (i ze wobec tego kazdy z tych systeméw méglby
by¢ przyjety za nowy system aksjomatyczny):
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(a) system skladajacy si¢ z Aksjomatu 1 i Twierdzen 1 i 2;
(b) system skladajacy sie z Aksjomatu 1 i Twierdzenia 3;

(c) system skladajacy sie z Aksjomatu 1 i Twierdzenia 4;

)
)
)
(d) system skladajacy sie z Aksjomatu 1 i Twierdzen 1 i 5.

5. Wzorujac sie na uwagach w § 37 sformutowaé ogdlne prawa teorii
relacji, ktére zawieraltyby uogoélnienia wynikéw otrzymanych w po-
przednim ¢éwiczeniu.

Wskazéwka. Prawa te mozna podaé¢ w postaci réwnowaznosci, ktére
zaczynalyby sie od stow:

na to, by relacja R byla zwrotna i posiadala wlasno$é W w klasie
K, potrzeba i wystarczy, zZe ...

6. Rozwazy¢ uklad zdan (a) z ¢wiczenia 4. Wskazaé modele spelnia-
jace

(a) pierwsze dwa zdania ukladu, ale nie ostatnie;

(b) pierwsze i trzecie zdanie, ale nie drugie;

(c) ostatnie dwa zdania uktadu, ale nie pierwsze.

Jaki wniosek mozna wyciagnaé z istnienia takich modeli odnoénie
mozliwosci wyprowadzenia jednego (ktéregokolwiek z trzech) zdania z
pozostalych dwéch? Czy zdania te sa wzajemnie niezalezne? (Por. §§
37139.)

7. Styszy sie niekiedy narzekania na pewng niezgodno$é miedzy roz-
maitymi podrecznikami szkolnymi geometrii: prawa, ktére w jednych
podrecznikach traktuje sie jako twierdzenia, w innych przyjmuje sie
bez dowodu jako aksjomaty. Czy narzekania te sa uzasadnione?

*8. W §13 zapoznaliSmy sie z metoda tabelek prawdziwosciowych
rozstrzygania, czy dane zdanie rachunku zdan jest prawdziwe i czy
zatem mozna je uwazaé za prawo tego rachunku. Stosujac ja, wolno
nam zupelnie zapomnieé, co oznaczaja wystepujace w tabelce sym-
bole ,1”7 i ,0” i przyjaé, ze metoda ta sprowadza sie do zastoso-
wania dwoch regut w konstruowaniu rachunku zdan, gdzie pierwsza
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jest zblizona do regut definiowania, druga za$ — do regut dowodze-
nia. Zgodnie z pierwsza regutla, jesli chcemy wprowadzi¢ do rachunku
zdan staly termin, musimy zaczaé¢ od skonstruowania podstawowej
tabelki prawdziwosciowej dla najprostszej funkcji zdaniowej zawie-
rajacej ten termin i tylu osobnych zmiennych, ilu moze on dotyczy¢.
Wedtug drugiej reguty, jesli chcemy zdanie uwazaé za prawo rachunku
zdan (gdzie zdanie to zawiera tylko te state, dla ktorych skonstruo-
wano podstawowe tabelki prawdziwo$ciowe), musimy skonstruowaé
pochodng tabelke prawdziwosciows dla tego zdania i upewnié sie, ze
w ostatniej kolumnie pojawia si¢ tylko symbol ,,17.

W oparciu o rozwazania w § 40 uzasadnié¢ stwierdzenie, ze rachunek
zdan, skonstruowany wylacznie w oparciu o te reguty, przyjmuje cha-
rakter bliski sformalizowanym teoriom dedukcyjnym. Istnieja jednak
pewne réznice miedzy ta metoda konstruowania rachunku zdanio-
wego a gléwnymi zasadami konstruowania teorii dedukcyjnych, omé-
wionymi w § 36. Czy stosujac metode tabelek prawdziwoéciowych da
sig odrézni¢ w rachunku zdan terminy pierwotne od zdefiniowanych?
Jakie inne rozréznienie zaciera sie wowczas?

*9. Metoda tabelek prawdziwosciowych, zgodnie z tym co napisano
w poprzednim ¢wiczeniu, pozwala nam na dodanie do rachunku zdan
nowych terminéw, ktérych nie omawiano w Rozdziale II. Na przyktad
mozna wprowadzi¢ symbol ,,A”taki, by funkcja zdaniowa:

JRANY
uwazana byla za symboliczna posta¢ wyrazenia:
ani p ani q.

Skonstruowaé podstawowa tabelke prawdziwosciowa dla funkcji,
ktéra odpowiadalaby znaczeniu intuicyjnie przypisywanemu symbo-
lowi ,A\”, a nastepnie upewnié¢ sie za pomocg pochodnych tabelek
prawdziwos$ciowych, ze nastepujace zdania sg prawdziwe i, ze wobec
tego wolno nam uwazac je za prawa rachunku zdan:

~p (pAp),

(pVaq) = [pAqgA(pAq),
(p—q) = {lpLp) A AlpAPp) A4}
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*10. Omoéwiona w éwiczeniu *8 metoda konstruowania rachunku
zdan dostarcza natychmiastowego rozwiazania zagadnienia rozstrzy-
galnosci (por.§41) dla tego rachunku i umozliwia nam latwe uza-
sadnienie, ze rachunek zdan jest teoria niesprzeczng. W jaki sposéb
mozna wykazaé¢ wtasnosci tej metody?

*11. Jedno z praw rachunku zdan brzmi:
Dla dowolnych p i q, jesli p i nie p, to q.

Na podstawie powyzszego prawa ustali¢ nastepujace prawo me-
todologiczne (por. éwiczenie *20 z rozdzialu II dotyczace reguly dla
koniunkcji):

Jesli system aksjomatyczny nauki dedukcyinej, dla kto-
rej rachunek zdan jest naukq wczesniejszq, nie jest nie-
sprzeczny, to kazde zdanie utworzone przy zastosowa-
niu terminow tej teorii da sie wyprowadzié z tego sys-
temu.

*12. Wiadomo, ze obowigzuje nastepujace prawo metodologiczne:

Jesli system aksjomatyczny teorii dedukcyjnej jest zu-
petny @ jesli dodamy do tego systemu dowolne zdanie,
ktore da sie sformufowaé, ale nie da sie udowodnié w
zakresie tej teorii, to poszerzony w ten sposob system
aksjomatyczny przestaje byc niesprzeczny.

Dlaczego tak sie dzieje?

*13. Sposrod wszystkich terminéw pojawiajacych sie w rozdziale 11,
wytonié¢ te, ktore naleza do zakresu metodologii nauk dedukcyjnych,
zgodnie z uwagami w §42.

EOE

Cwiczenia dodatkowe. — Ponizsze ¢wiczenia, numerowane od D1
do D19, majg na celu umozliwienie Czytelnikowi rzucenia okiem na
teorie sformalizowane i dowody zupelne.! Rozwazamy tu trzy teorie:
teorie przystawania odcinkow, cze$¢ algebry klas oraz rachunek zdan.

tCwiczenia te (utozone przez redaktora) proponuje si¢ w miejsce kilku éwiczen
zawartych w poprzednich wydaniach ksigzki. — Dla porzadku podajemy numery
éwiczen, z ktérych zrezygnowano: 1-3, 13-16 i cze$é 17 (z dwudziestu). Pozosta-
lym ¢wiczeniom zmieniono numeracje.
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W przypadku pierwszych dwu przyjmujemy, ze jedyna nauka wcze-
$niejsza jest rachunek zdan. Bedziemy uwazaé go tu za teorie, okre-
Slona przez tabelki prawdziwosciowe; por. éwiczenie *8. (Kladziemy
na to nacisk, poniewaz ¢wiczenia ostatniej grupy dotycza alterna-
tywnego sformulowania rachunku zdan.) — W gre beda wchodzié
trzy reguly dowodzenia, zezwalajace na: (i) podstawianie za zmienne
zdaniowe funkcji zdaniowych, (ii) podstawianie za ZMIENNA INDY-
WIDUOWA innej zmiennej (chodzi tu o zmienne, ktére odnosza sie
do omawianych indywidualnych przedmiotéw; w tych dwoch przy-
ktadach — do odcinkéw i klas), oraz (iii) odrywanie. Dla uproszczenia
zrezygnujemy z kwantyfikatoréw ogélnych; sposéb postugiwania sie
nimi oméwiliSmy w § 15.

W kazdym z nastepujacych ¢éwiczen nalezy udowodnié podane
twierdzenie (chyba, Ze polecenie brzmi inaczej). W przypadku pierw-
szych dwoch teorii dowody wymagaja rozmaitych praw rachunku
zdan, ktérych czytelnik moze jeszcze nie znaé, a ktére podajemy zwy-
kle we ,,wskazowkach”. Czytelnik powinien si¢ przekonaé, ze prawa
te sg rzeczywiscie stuszne, nawet jesli nie przeprowadzi szczegotowego
ich sprawdzenia.

* % %k

W pierwszych ¢wiczeniach opisujemy teori¢ przystawania odcin-
kéw zgodnie z § 37 oraz ¢wiczeniami 3 i 4. Jedynym terminem pier-
wotnym jest ,= ”(jesli nie bra¢ pod uwage terminéw z rachunku
zdan oraz symbolu ,,0” oznaczajacego dziedzine teorii, ale symbol
dziedziny teorii nie wystepuje bezposrednio we wzorach). Mamy dwa

aksjomaty:

AKSJOMAT 1. z = z.
AKSJOMAT 2. (xZzAy=z) -z =y.

D1. Udowodnié¢:
(a) y=z— z=y;
(b)y=ze 22y,

Wskazdwka.
(a). W Aksjomatach 11 2 podstawié¢ ,,z” za ,,2” i wykorzystaé¢ prawo:
[(pAg) = 1] = [p—(g—r)]

Podstawi¢ w nim ,,z = 2” za ,p” oraz odpowiednie wyrazenia za ,,q” i
»r" (wobec czego ,q — 77 stanie si¢ prawem, ktére nalezy udowodnic)
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i oderwaé po kolei przeksztalcone Aksjomaty 2 i 1. (b). Podstawié
w (a) ,2”7 za ,y” i odwrotnie. W ten sposéb otrzymamy odwrotnosé
(a). Nastepnie postuzy¢ sie prawem:

(p—q)—[(g—p) — @<q)

Dokonaé¢ podstawien za ,p” i ,q” 1 oderwaé: najpierw (a), nastepnie
odwrotnosé (a).

D2. (z2yAy=z)—>xz.
Wskazowka. W Aksjomacie 2 ,y = 2” chcemy najpierw zastapic¢
przez ,z = y”. Intuicyjnie przyjmujemy, ze jest to uzasadnione réw-
nowaznoscia D1(b). Do przeprowadzenia dowodu zupelnego korzy-
stamy z nastepujacego prawa:

(p=q) = {l(rAp) — s = [(rAg) — s]}.

Dokonaé¢ podstawien zmiennych zdaniowych, by ,p < ¢” stalo sie
wyrazeniem podanym w D1(b), za$ ,,(r A p) — s” — wyrazeniem w
Aksjomacie 2. Nastepnie dwukrotnie dokonaé¢ oderwania, po czym
zamieni¢ zmienne indywiduowe.

Uwaga: 1) byloby z pozytkiem dla czytelnika poréwnaé¢ dowody w
¢wiczeniu D1 z dowodem Twierdzenia 1 w § 37; 2) czytelnik powinien
przyjrzeé sie uwaznie dowodowi w ¢wiczeniu D2, zwlaszcza prawu
rachunku zdan. Dostarcza ono metody uzasadniania zamiany jed-
nego réwnowaznego wyrazenia przez inne; okazje wykorzystania jej
bedziemy mieli takze w dalszych éwiczeniach.

Dodatkowo czytelnik moze sformutowaé za pomoca symboli Twier-
dzenia 3-5 z ¢wiczenia 4 i przeprowadzié¢ dla nich dowody zupelne.

* ok %

Dziedzina naszej drugiej teorii bedzie pewien uktad klas nie-pu-
stych; uklad ten sam jest klasa, ktorg mozemy oznaczy¢, powiedzmy,
przez ,U”. Mamy tez dwa inne terminy pierwotne: ,,C” (czyli ,jest
zawarty w') 1 ) (,jest rozlaczny 2°). Przyjmujemy pieé¢ aksjoma-
tow:

Aksijomar I. K C K.

AksioMAT II. [(K CL)A(LC M)] — (K CM).
AKsJoMAT III. (M ) N) — (N M).
AKSJOMAT IV. [(K C L) A (L) M)] — (K )t M).
AKsJoMAT V. (K L) — ~ (K CL).
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Dla czytelnika moze by¢ pomocne ponowne przejrzenie oméwienia
obu relacji w § 24 i naszkicowanie figur geometrycznych dla zilustro-
wania tych aksjomatéw. T
D3. Udowodnié:

(a) (M)OCN) < (N)CM);
(b) (K CL)A (M) L) — (K M),
(¢) (L) K)— ~ (K CL).

Wskazéwka. Do (a) zastosowaé Aksjomat III, dowdd zas jest analo-
giczny do wyprowadzenia D1(b) z D1(a). Do (b) i (c) zastosowaé (a)
z podstawieniem oraz Aksjomaty IV i V, dowdd przeprowadzié zas
tak, jak w D2.

D4. (K (L) — [~ (KCL)A~(LCK)|.
Wskazowka. Wykorzystaé prawo:
p—=q)={lp—=7)=lp—(gAr)]}

Podstawi¢ tak, by oderwaé najpierw Aksjomat V, a potem wzoér
otrzymany z D3(c) przez podstawienie.

D5. (a) (K C L) — ~ (K)(L);
(b) ~ (KNK).

Wskazowka. Do (a) zastosowaé Aksjomat V i nastepujacy wariant
prawa kontrapozycji (por. §14):

(p—~a)—(a— ~p)
Do (b) wykorzystaé (a) i jeden z aksjomatow.

D6. (a) [(K CL)A(LC M)] — ~ (K)t M);
(b) [(K CL)A (L) M) — ~ (K C M).

HZauwazmy, ze rozlgcznosé rzadko uwaza sie za niezalezng relacje. Normalnie
napisaliby$my raczej ,K N L = @”, niz ,K ) L” (mimo, ze ostatnie stwierdzenie
jest nieco silniejsze). Rozlacznosé wszelako pojawia sig jako relacja w sylogizmach
kategorycznych ARYSTOTELESA (por. ods. 1 na str. 20), zas dwa z tych aksjomatow
sa wtasnie sylogizmami z § 24. — Podane tu pigé aksjomatéw jest wzajemnie nie-
zaleznych (patrz: éwiczenie D8). — Ponadto zwyklo si¢ przyjmowaé, ze dziedzina
teorii jest niepusta, lecz zalozenie to nie odgrywaloby zadnej roli w tej teorii, czy
tez w teorii przystawania odcinkéw.



Cwiczenia 155

Wskazéwka. W (a) zacza¢ od Aksjomatu II. W D5(a) dokonaé takich
podstawien, by teza przyjeta posta¢ wniosku w Aksjomacie I1I. Wy-
korzystaé¢ prawo sylogizmu hipotetycznego (w innym sformutowaniu,
niz w §13):

p—=q—=lag—r)—@-—r)
Za ,q" podstawi¢ éw wspdlny wniosek i teze, znalezé odpowiednie
podstawienia za ,p” i ,,r”, dowdd za$ zakonczy¢ stosujac regule odry-

wania. W (b) zaczaé¢ od Aksjomatéw IV i V, a nastepnie postepowaé
jak w (a).

Wprowadzimy teraz za pomoca definicji nowy symbol. Definicje
skontruujemy zgodnie z regutami i uwagami w §§ 11 i 36; w szczegdl-
nosci podamy ja w postaci réwnowaznosci:

DEFINICJA 1. (K (L) < {~ (K)C L) A [~ (K CL) A~ (L CK)I}.

Nowy symbol oznacza relacje krzyzowania si¢. Zauwazamy trzy
oczywiste wlasnosci tej relacji.

D7. Udowodnic¢:
(a) (K|L) < (LIK);
(b) ~ (KJK);
(c) [(KJL) Vv (KO L)V [(KCL)Vv(LCK).
Wskazéwka. Do (a) powinno sie wykorzystaé rownowaznosé zdan, by

w definicji zamieni¢ ,K” z ,L”. Najpierw uzy¢ D3(a) (z podstawie-
niem) oraz argument taki, jak w D2, by wykazaé, ze:

(KYL) = {~ (L)C K) N[~ (K C L) A~ (L C K)J}.

Nastepnie zastosowaé ,,(p A q) < (¢ A p)” i podobny argument, by
wykazac, ze:

(KJL) = {~ (L) K) Al~ (LS K)A~ (K C L)}

Dokonanie podstawienia w definicji daje réwnowaznosé miedzy ,, L K”
oraz prawg strong. Doprowadzi¢ dowdd do konica opierajac sie na na-
stepujacym prawie:

(per)—[lger)—(peq)
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gdzie za ,p” nalezy podstawi¢ ,K|L”, za ,q” za$ — ,L{K”. W (b)
podstawi¢ w definicji ,K” za ,,L” i zauwazy¢, ze ,~ (K C K)” jest
sprzeczne z Aksjomatem I. Skonstruowaé prawo rachunku zdan tak,
by po wykonaniu podstawienia méc oderwaé Aksjomat I oraz definicje
i otrzymaé pozadany wniosek. (Sprawdzié¢ skonstruowane prawo.) W
(c) potrzebna jest tylko definicja i odpowiednie prawo rachunku zdan.

Powyzszy fragment algebry klas mozna rozwinaé¢ dalej (3) wpro-
wadzajac nastepujaca definicje (definicje ,,inkluzji wlasciwes” lub ,jest
podklasqg wlasciwg”):

DEFINICJA II. (K C L)« [(K CL) A ~ (L CK)].

Ambitny czytelnik mégtby tu sformutowaé i sprébowaé udowod-
ni¢ kilka wtasnosci inkluzji wtasciwej. Wlasnoscia, ktéra si¢ pierwsza
nasuwa, jest: ~ (K C K).

D8. W Aksjomatach I — V za ,,C” podstawié symbol inkluzji wta-
sciwej ,C”. Potwierdzi¢ (np.za pomoca argumentéw takich, jak we
Wskazéwce do ¢wiczenia 13 w rozdziale IV), ze Aksjomaty IT — V po-
zostajg shuszne w danej klasie U, ale nie dotyczy to Aksjomatu I. Jaki
wniosek mozna wyciagnaé¢ odnosnie wyprowadzalnosci Aksjomatu 1?7

% kX

Trzecig rozwazang tu teoria jest rachunek zdan. Rachunek ten
zostanie sformulowany jako teoria dedukcyjna, ktéra jest w peini
zgodna z zasadami w § § 36 i 40, a ktora nie korzysta z tabelek praw-
dziwo$ciowych. — Jako terminy pierwotne przyjmujemy pie¢ zwy-
ktych spéjnikéw w postaci symbolicznej: ,—”, ,~", <" V” oraz
»N\". Regutami dowodzenia beda reguta podstawiania i regula od-
rywania. (Przez podstawianie rozumiemy tu podstawienie zmiennej
zdaniowej przez inna zmienng zdaniows lub przez zlozona funkcje
zdaniowa. Regute te nalezatoby sformutowaé¢ doktadniej, z uwzgled-
nieniem nawiasow. Nie jest to trudne, ale nie chcemy wchodzié tu w
szczegbly.)

Wybieramy system 15 aksjomatéw. Tresé wigkszosci z nich po-
winna by¢ czytelnikowi znajoma. Dzielg sie one w sposéb naturalny
na pieé¢ grup po trzy aksjomaty w kazdejt:

tCzytelnik zapewne pamieta uwagi z §39 odnosnie wiaczania — w celach dy-
daktycznych — wiekszej niz konieczna liczby aksjomatéw. Tutaj Aksjomat Ic da
sie wyprowadzi¢ z IA-B, wobec czego jest zbyteczny. Zobaczymy, ze w dowo-
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IA. p—>(q—>p).
IB. [p—>(q—>r)]—>[(p—>q)—>(p—>’f')]-
Ie. p—q)—Ig—r)—@—r)

IIA. ~~p—p.
IIB. p— ~~p.
Ilc. (p—q)— (~qg— ~p).

IA. (p+q) — (p— q).
IIB. (p+ q) — (g — p).
lc. (p—q)—(¢g—p)— (p=q)

IVa. p— (pVq).
IVB. ¢— (pVq).
IVe. (p—r)—={(g—r)—=[(pVeg —r]}.

VA. (pAgq) —p.
VB. (pAg)—q
Ve, (p—q) —{lp—r1r)—[p— (¢gAT)]}.

Zbadamy teraz wnioski wynikajace z kolejnych grup aksjomatow.
Zaczniemy od wlasnoéci negacji, opierajac sie na aksjomatach z pierw-
szej grupy (zwlaszcza na Aksjomacie I¢, ktéry jest prawem sylogizmu
hipotetycznego).

D9. Udowodnié¢: (p — ~ q) — (¢ — ~ p).
Wskazéwka. Wykonaé podstawienie w IC tak, by pierwsza implikacja
byta: ,¢ — ~~ ¢q” i by ,,»” bylo zmienione na ,~ p”. Wykonaé¢ pod-
stawienie w 1IB i zastosowaé regute odrywania; w wyniku otrzymuje
sie:

(v~ q—~p)—(¢g— ~p).

Nastepnie wykonaé¢ podstawienie w 11C, by otrzymac:

(p—~q)— (~~qg— ~p).

dach aksjomat ten bedzie bardzo czesto wykorzystywany, ale wyprowadzenie go
jest nieco skomplikowane. Jegli go jednak pominiemy, otrzymamy system aksjo-
matéw wzajemnie niezaleznych. — Aksjomatyczne podejécie do rachunku zdan
pochodzi od FREGEGO; jak podano w odsytaczu 4 na str. 139, w jego pracy spoty-
kamy pierwsze systematyczne stosowanie dowodéw zupelnych. Zamieszczony tu
system aksjomatyczny zostal sformutowany na wzér systemu stworzonego przez
BERNAYSA (patrz: ods. 8 na str. 147).
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Widzimy, ze wniosek zgadza sie z poprzednim zalozeniem. Przywo-
taé¢ wigc sylogizm i dokonaé kolejnego zastosowania Aksjomatu IC z
podstawieniem ,p — ~ ¢q” za ,p” i ,~~q— ~p’ za ,q".

D10. p — p.

Wskazéwka. Prosty dowdd opiera sie na Aksjomatach IIA-B i na
prawie sylogizmu (IC), w ktérym nalezy podstawié¢ ,p” za ,r” i~~~
p” za ,,q” i dwukrotnie zastosowaé regule odrywania.

Uwaga: Czytelnik powinien rozpoznawaé sytuacje, w ktérych wniosek
jednego twierdzenia zgadza sie z hipoteza drugiego, wtedy bowiem
mozna zastosowaé Aksjomat IC. Czytelnik znajdzie kilka innych ta-
kich zastosowan tego aksjomatu w dalszych dowodach. — Istnieje
jeszcze jeden interesujacy aspekt podanego wyzej twierdzenia. W
jego sformutowaniu nie wystepuje znak negacji, mozna wiec przy-
puszczaé, ze datoby sie je udowodnié¢ uzywajac tylko aksjomatéw z
pierwszej grupy. W tym przypadku dowdd jest rzeczywiscie mozliwy
i nie trudny. Pierwszy krok sprowadza sie do podstawienia ,p” za
»,T7 w IB, reszte za$ pozostawiamy czytelnikowi.

Zajmiemy sie teraz trzecia grupa aksjomatéw. Najpierw, majac
do dyspozycji implikacje oraz jej odwrotnosé, skupimy sie na udowod-
nieniu réwnowaznosci. Nastepnie zanalizujemy dwa przyktady, ilu-
strujace zastepowanie wyrazen réwnowaznych. (Por.uwaga po D2.)

D11. (a) p < ~~ p;
(b) (p—~q) < (¢g— ~p).

Wskazowka. Wykorzystaé Aksjomat IIIc. Ponadto do (a) wykorzy-
sta¢ dwa inne aksjomaty. Do (b) wykorzystaé pewne twierdzenie i
jego odwrotnosé, otrzymany z twierdzenia przez podstawienie.

D12. (a) (p=q) = [(p— 1) — (¢ — 1)
b)) (pe=q) = [(~p—1) = (~qg—r1).

Wskazéwka. W (a) zaczaé¢ od Aksjomatéw IIIB i Ic i wykonaé ta-
kie podstawienie, by zastosowaé sylogizm (a zatem znowu Ic). W
(b) wykorzystaé¢ Aksjomaty IIIA i IIC oraz sylogizm (zamiast IIIB).
Kontynuowaé jak w (a).

Doszlismy do ostatnich dwéch grup. Odpowiednie twierdzenia
beda analogiczne, damy wiec wskazoéwki tylko do udowodnienia twier-
dzen, w ktérych wystepuje symbol V7.
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D13. Udowodnié¢:

(a) (pVp) —p;
(b) (pVp) < p;
(c) (pVa)—(aVp)
(d) (pVa) < (aVp)

Wskazéwka. W (a) wykorzystaé Aksjomat IVc oraz D10. W (b)
wyprowadzi¢ odwrotnoéé (a) podstawiajac aksjomat, potem za$ wy-
korzystujac Aksjomat ITIc. W (c) wykorzystaé¢ ponownie IVc, lecz z

»qVp” podstawionym za ,,r”. Nastepnie uzy¢ IVA—C z podstawienia-
mi. (d) dowodzi¢ jak D11(b).

D14. Udowodnié¢:

(a) p— [V Vrl

() ¢ —[pVa Vrl;
c) r—I[(pVaq V]
)

(€) [pv(gvr)]—=IpVvaeVr]
Wskazowka. W (a) wykorzysta¢ Aksjomat IVA, nastepnie IVA z ta-
kim podstawieniem, aby otrzymaé: (pV q) — [(pV ¢) V r|. Po czym
wykorzysta¢ prawo sylogizmu. W (b) wyj$¢ od Aksjomatu IVB i zna-
lez¢ podobnag argumentacje. Do udowodnienia (c¢) nie jest potrzebne
prawo sylogizmu. W (d) wykorzystaé (b), (c) oraz Aksjomat IVc.
Do udowodnienia (e) wykorzystaé¢ (a) i (d).

Uwaga: Implikacja odwrotna do D14(e) da si¢ udowodnié¢ przez za-
stosowanie analogicznych krokéow. Mozna tez wiec wykazaé réwno-
waznosc.

D15. Udowodnié:
(@) p— (pADp);
(b) p < (pAp);

() (pAq)— (gADp);
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(d) (pAq) < (gAD).

D16. Udowodnié: [pA(gAr)] — [(pAgq) Ar]. Dowéd przeprowadzié
kolejnymi krokami, jak w D14.

Ostatnie trzy twierdzenia zaleza od aksjomatow tylko pierwszej
grupy.

D17. Udowodnié:
(@) (g—r)—=[p—q9 — @)
(b) p—aq) = [p—(r—aq);
€ p—a)={la—r)=[(r—s) — (-]}

Wskazéwka. Do udowodnienia (a) zastosowaé regule podstawiania w
1A tak, by zastosowaé sylogizm miedzy otrzymanym wzorem a IB. W
(b) zastosowaé regute podstawiania w (a) i w IA, a nastepnie oderwac.
W (c) najpierw wyprowadzi¢ z IC przez podstawienie:

(1) (p—=7)=[r—s5) = (p—s)

Oznaczy¢ skrétowo wniosek przez ,,A”, a wowczas (10) bedzie miato
postaé: (p — r) — A”. Wyprowadzi¢ przez podstawienie w (a) i
oderwanie:

(2) (g—=r)=@—r]—=g—r)— Al

Przywolaé¢ ponownie Ic: wniosek IC zgadza sie z hipoteza w (2).
Zastosowaé wiec znowu IC, by otrzymagé:

(p—4q) —[g—r)— Al

Uwaga: czytelnik powinien zauwazy¢ podobienstwo i réznice miedzy
D17(a) a Aksjomatem Ic.

Czytelnikowi, ktoéry chcialby ¢éwiczyé dalej udowadnianie twier-
dzen rachunku zdan, proponujemy, co nastepuje: (i) Rozszerzyé
D17(c) na pigé¢ (lub wigcej) zmiennych. (ii) Sformutowaé i udowodnié
dalsze przyktady, ktore ilustruja zastepowanie wyrazen réwnowaz-
nych. Na przyklad pewne wzory podobne do wzoréw w D12 tatwo
da si¢ ustali¢ za pomoca wzoréw w D17(a). (iii) Udowodni¢ inna
odmiane prawa kontrapozycji (do udowodnienia np. ,(~ p — q) —
(~ ¢ — p)” mozna sie postuzyé technika oparta na Aksjomacie ITA
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i D17(a), przypominajaca technike proponowana w zwiazku z D9.)
(iv) Udowodnié niektére z praw, zawierajacych obydwa symbole ,,\/”
i ,A”. (Por.¢éwiczenie 14 w rozdziale I1.) Latwo da sie udowodni¢ na
przyktad ,~ (pV q) — (~ p A ~ q)”, powolujac sie na Aksjomaty
IVA-B, IIc oraz Vc. Aby udowodnié:

(pA@)V(p A7) = [pA(gVr)l,

trzeba najpierw pokazaé, ze kazdy czlon pierwszej alternatywy po-
ciaga za sobg kazdy czton ostatniej koniunkcji.

D18. Ktoére z wymienianych tu aksjomatéw i twierdzen znane sa
juz z rozdziatu 117 Przypomnieé¢ ich nazwy. Do spisu tego dotgczyé
réwniez prawa, ktére przypominaja prawa z rozdziatu II, ale réznig
sie od nich postacig lub — do pewnego stopnia — trescia.

D19. Wszystkie powyzsze aksjomaty rachunku zdan sa prawdziwe
w sensie tabelek prawdziwosciowych (co czytelnik moze tatwo spraw-
dzi¢). Z obserwacji tej mozna wyciagna¢ wniosek, ze wszystkie twier-
dzenia wyprowadzone z tych aksjomatéw przez zastosowanie regut
podstawienia i odrywania, poddane sprawdzeniu metoda tabelek
prawdziwo$ciowych, réwniez okaza sie prawdziwe.

Uwaga: Mozna tez pokazaé, ze zachodzi sytuacja odwrotna, miano-
wicie ze kazde zdanie, ktore jest prawdziwe w sensie tabelek praw-
dziwosciowych, da sie wyprowadzi¢ z tych aksjomatéw. Zatem obie
te metody konstruowania rachunku zdan sg réwnowazne. Zadanie to
jednak jest o wiele trudniejsze.
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Zastosowanie logiki i metodologii
w budowaniu teorii matematycznych
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VII

Konstrukcja teorii matematyczne;j:
prawa uporzadkowania liczb

843 Terminy pierwotne konstruowanej teorii;
aksjomaty, ktore dotyczg podstawowych relacji miedzy
liczbami

Rozporzadzajac juz pewnym zasobem wiedzy z zakresu logiki i meto-
dologii, przystapimy obecnie do potozenia podstaw konkretnej, zresz-
ta bardzo prostej, teorii matematycznej. Da to nam doskonata okazje
do lepszego przyswojenia — a nawet pewnego poszerzenia — nabytej
juz wiedzy.

Teoria, ktora bedziemy sie zajmowali, stanowi fragment arytme-
tyki liczb rzeczywistych. Zawiera ona podstawowe twierdzenia, rza-
dzace dwiema zasadniczymi relacjami miedzy liczbami, czyli relacja
mniejszosci i relacja wiekszosci, jak réwniez dwoma podstawowymi
dziataniami na liczbach, dodawaniem i odejmowaniem. Teorie te
poprzedza wylacznie logika; innymi stowy, logika jest jedyna nauka
wczesniejsza.

X ok ok

W teorii tej przyjmujemy nastepujace terminy pierwotne:

liczba rzeczywista,
jest mniejsze od,
jest wieksze od,
suma.
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Jak poprzednio, zamiast ,liczba rzeczywista” bedziemy mowié¢ po
prostu ,,liczba”. Za termin pierwotny wlasciwie wygodniej jest uwazacé
nie stowo ,liczba”, lecz wyrazenie ,,zbior wszystkich liczb” i oznaczaé
go symbolem ,R”. Tak wiec, aby wyrazi¢, ze x jest liczba, napiszemy:

z e R.

Alternatywnie mozemy postanowié¢, by w sktad dziedziny naszej teo-
rii wchodzity tylko liczby rzeczywiste, oraz by zmienne takie jak ,z”,
»y”, ...przybieraly wartosci ze zbioru liczb (lub by zastepowaly naz-
wy liczb). Do formulowania zdan naszej teorii termin ,liczba rzeczy-
wista” bedzie wowczas zupelnie zbyteczny, kiedy zas zajdzie potrzeba
uzycia symbolu ,R”, zastapimy go przez ,V” (por.§23).

Wyrazenia ,,jest mniejsze od” i ,jest wieksze od” traktujemy jak
gdyby byly pojedynczymi wyrazami; zastapimy je odpowiednio zwy-
kle uzywanymi symbolami: ,<” i ,,>”. Zamiast ,nie jest mniejsze
od” 1 ,nie jest wicksze od” bedziemy pisaé¢ ,</ 7 i, 7 (por.§28),
a zamiast ,suma liczb (skladnikéw) x i y”, czy ,wynik dodawania x i
Yy’ uzywaé bedziemy zwyklego zapisu:

T+ y.

Podsumowujac, symbol ,R” oznacza pewien zbidr, symbole , <”,
,»,>" sa znakami pewnych binarnych relacji, za$ ,,+” — znakiem pew-
nego binarnego dziatania.

X kX

Wisréd aksjomatow omawianej teorii daja sie wyrdznié¢ dwie grupy.
Aksjomaty pierwszej grupy wyrazaja podstawowe wilasnosci relacji
mniejszosci i wiekszosci, natomiast aksjomaty drugiej grupy dotycza
gtéwnie dodawania. Na razie bedziemy mie¢ do czynienia tylko z
pierwszg grupa, w ktoérej sktad wchodzi ogdtem pie¢ zdan:

AKSIJOMAT 1. Dla dowolnych liczb x iy (czyli dla dowolnych
elementéw zbioru R) mamy: x =y lub = <y
lub z > y.

AKSIJOMAT 2. Jesli z <y, to y < x.
AKSJOMAT 3. Jesli x>y, to yF x.
AKSIOMAT 4. Jesli x <y i y<z, to x < z.
AKSIOMAT 5. Jesli x>y i y> 2z, to x> z.
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Aksjomaty tu wypisane, podobnie jak dowolne twierdzenia aryt-
metyczne o charakterze ogblnym orzekajace, ze dowolne liczby z, y,
...maja taka a taka wlasnosé, powinny zaczynaé sie od stéw ,,dla do-

wolnych liczb x, y, ...” lub ,dla dowolnych liczb x, y, ...ze zbioru
R” lub po prostu ,dla dowolnych x, y, ...” (jesli uméwimy sie,
ze tutaj zmienne ,x”, ,y”,...naleza do zbioru liczb). Ale poniewaz

chcemy stosowaé sie do zwyczaju znanego nam z § 3, zwrot ten zwykle
bedziemy dodawaé jedynie w my$li; dotyczy to nie tylko aksjomatéw,
lecz réwniez twierdzen i definicji, ktore napotkamy w dalszym ciggu
naszych rozwazan. I tak Aksjomat 2 w pelnej postaci mozna odczytaé
nastepujaco:

Dla dowolnych z iy (lub, dla dowolnych elementéw x iy ze zbioru
R), jesli x <y, to y< x.

Aksjomat 1 bedziemy nazywaé PRAWEM TRYCHOTOMII W SELAB-
SZEJ POSTACI (prawo to istnieje réwniez w mocniejszej postaci, z
ktora zapoznamy sie p6zniej). Aksjomaty 2 — 5 wyrazaja, ze relacje
mniejszosci 1 wigkszosci sa asymetryczne i przechodnie (por. §29); w
zwiazku z tym nazywa sie je PRAWAMI ASYMETRII i PRAWAMI PRZE-
CHODNIOSCI dla relacji mniejszosci 1 wickszosci. A ogélniej, aksjoma-
ty pierwszej grupy i wynikajace z nich twierdzenia nazywamy PRA-
WAMI UPORZADKOWANIA LICZB.

* ok %

Relacje arytmetyczne < i > razem z logiczna relacja identyczno-
$ci = bedziemy tutaj nazywa¢ PODSTAWOWYMI RELACJAMI MIEDZY
LICZBAMI.

844 Prawa przeciwzwrotnosci dla podstawowych
relacji; dowody nie wprost

Nasze nastepne zadanie polega na wyprowadzeniu z przyjetych aksjo-
matéw szeregu twierdzen. Nie kuszac sie — zaréwno tu, jak w nastep-
nym rozdziale — o systematyczny wyklad, podamy tylko te twierdze-
nia, ktore postuza do ilustracji pewnych pojeé i faktow z zakresu
logiki i metodologii.

TWIERDZENIE 1. Zadna liczba nie jest mniejsza od samej siebie:
x <z (dla kazdego x).
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Dowdd. Przypus$émy, ze nasze twierdzenie jest falszywe. Istnieje wiec
liczba x, ktora spelnia wzor:

(1) r <.

Aksjomat 2 odnosi sie do dowolnych liczb = i y (niekoniecznie réz-
nych od siebie), zachowuje wiec swa moc takze wtedy, gdy za ,y”
podstawimy zmienng ,,x”, oznaczajaca wprowadzong wyzej liczbe .
Otrzymamy wéowczas:

(2) jesli v <z, to =< x.

Warunki (1) i (2) pociagaja za soba natychmiast, ze

x < x;

wniosek ten jednak jest w jawnej sprzecznosci ze wzorem (1). Musi-
my zatem odrzucié¢ pierwotne przypuszczenie i uznaé¢ twierdzenie za
udowodnione.

Pokazemy teraz, jak przeksztalci¢ ten dowdéd w dowdd zupeiny,
ktory dla przejrzystosci wyrazimy za pomoca symboli logicznych
(por. § 131 15). W tym celu powolamy sie na tak zwane PRAWO
REDUCTIO AD ABSURDUM z rachunku zdan':

(D (p— ~p)— ~p.

tPolecamy poréwnanie pierwszego (nieformalnego) dowodu z dowodem zupel-
nym, ktéry podajemy nizej. Z jednej strony, w dowodzie zupelnym niedopu-
szczalne jest rozpoczecie rozumowania od ,,Przypusémy, ze nasze twierdzenie jest
fatszywe....” Z drugiej strony, czytelnik przypuszczalnie zwrécil uwage na pe-
wien brak precyzji w pierwszym dowodzie, gdzie po to by spelnié¢ konkretny wa-
runek wprowadzono liczbe z, a nastepnie kontynuowano dyskusje, powotujac sie
na dowolne liczby « i y i odpowiednie zmienne. Tej niedcistosci tatwo unikneli-
bysmy, wprowadzajac, powiedzmy, liczbe u, ktéra spetnia wspomniany warunek,
i odpowiednio do tego przeprowadzili reszte dowodu. Wszelako komu$ niedo-
$wiadczonemu takie postepowanie mogloby sie wydaé¢ niezrozumiate. W drugim
dowodzie omijamy te komplikacje; odwotujemy sie tylko do zmiennych ,x” i ,y”,
nie wspominajac nic o liczbach. (Zauwazmy, ze w drugim dowodzie pominieto
kwantyfikatory; analogicznie postgpiono w Cwiczeniach dodatkowych do rozdziatu
VL)

Prawo to, wraz z prawem pokrewnym, opatrzonym tg samg nazwa:

(~p—p)—p,

wykorzystywano w wielu zawitych, historycznie waznych dowodach zaréwno w
logice, jak w matematyce. Wloski logik i matematyk G. VAILATI (1863-1909)
poswiecil historii tego prawa specjalnag monografie.
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Dalej, postugujemy sie Aksjomatem 2 zapisanym symbolicznie:
(1) (z<y) = ~(y<z)

Dowdéd nasz opieramy wylacznie na zdaniach (I) i (IT). Najpierw do
zdania (I) stosujemy regule podstawiania, zastepujac wszedzie ,p”
przez ,(r < x)”:

(I11) {x<z)—=~(x<z)} - ~(z<2).

Nastepnie regule podstawiania stosujemy do (II), zastepujac ,,y” przez

.,

(IV) (x <z)— ~(z<x).

W koncu stwierdzamy, ze zdanie (IV) jest zalozeniem zdania wa-
runkowego (IIT), wobec czego mozemy zastosowaé regule odrywania,
otrzymujac:

(V) ~ (I’ < JZ'),
ktore to zdanie jest symboliczng postacia dowodzonego twierdzenia.

EOE

Dowéd Twierdzenia 1 stanowi przyktad tak zwanego DOWODU NIE
WPROST, znanego réwniez jako DOWOD PRZEZ SPROWADZENIE DO
NIEDORZECZNOSCI. Dowody tego rodzaju daja si¢ scharakteryzowaé
ogblnie w sposob nastepujacy: aby udowodni¢ twierdzenie, zakla-
damy, ze jest ono falszywe, a nastepnie wyprowadzamy pewne wnio-
ski, ktére zmuszaja nas do odrzucenia poczatkowego zalozenia. Do-
wody nie wprost sa bardzo rozpowszechnione w matematyce. Nie
wszystkie one przebiegaja zgodnie ze wzorcem dowodu Twierdzenia
1; przeciwnie, w przedstawionym tu dowodzie mamy do czynienia ze
stosunkowo rzadka postacia dowoddéw nie wprost. Bardziej typowe
ich przyklady podamy podzniej.

Przyjety przez nas system aksjomatyczny jest caltkowicie syme-
tryczny wzgledem symboli ,,<” i ,,>”. Dlatego tez do kazdego twier-
dzenia dla relacji mniejszosci automatycznie otrzymujemy odpowied-
nie twierdzenie dla relacji wiekszosci, a poniewaz dowody sa catkowi-
cie analogiczne, to dowdd drugiego twierdzenia mozna zupelnie po-
mingé. I tak, twierdzenie odpowiadajace Twierdzeniu 1 brzmi:
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TWIERDZENIE 2. Zadna liczba nie jest wieksza od siebie samej:

Jak wiemy z logiki, relacja identycznosci = jest zwrotna, lecz
Twierdzenia 1 i 2 pokazuja, ze pozostale dwie podstawowe relacje
miedzy liczbami, < i >, sa przeciwzwrotne. Twierdzenia te zatem
nazywamy PRAWAMI PRZECIWZWROTNOSCI (dla relacji mniejszosci i
wigkszosci).

845 Dalsze twierdzenia o podstawowych relacjach
miedzy liczbami
Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:
TWIERDZENIE 3. z >y wtedy 4 tylko wtedy, gdy y < x.
Dowdd. Musimy wykazaé, ze wzory:
x>y iy<c

sg rOwnowazne, czyli ze pierwszy pociaga za soba drugi i na odwrot
(por. §10).

Przypusémy najpierw, ze
(1) y < z.
Zgodnie z Aksjomatem 1 zachodzi przynajmniej jeden z trzech przy-
padkéw:
(2) r=y, x<y lub z>uy.

Gdybysmy mieli x = y, to na mocy prawa LEIBNIZA z teorii identycz-
nosci (lub, bardziej bezposrednio, z reguly zastepowania zmiennych;
por. § 17) moglibySmy we wzorze (1) zastapi¢ ,z” przez ,y”. Otrzy-
maliby$Smy wéwczas wzor:

y <y,
ktory pozostaje w jawnej sprzecznosci z Twierdzeniem 1. Mamy za-
tem:

(3) T #y.

Ale mamy réwniez:

(4) Ty
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poniewaz, na mocy Aksjomatu 2, nie moga zachodzi¢ jednoczesnie
WZOry:

r<y iy<uwz.

Wzigwszy pod uwage (2), (3) i (4), dochodzimy do wniosku, ze musi
zachodzié tu trzeci przypadek, mianowicie:

(5) x> y.

W ten sposéb wykazaliSmy, ze wzor (1) pociaga za soba (5); ana-
logicznie mozna uzasadni¢ wynikanie odwrotne, czyli w przeciwnym
kierunku. Zatem oba te wzory sg rzeczywiscie réwnowazne, q. e. d.?

Przywolujac terminologie algebry relacji (por. § 28) powiemy, ze —
zgodnie z Twierdzeniem 3 — kazda z relacji < i > jest konwersem
drugie;j.

TWIERDZENIE 4. Jesli x #vy, to x <y lub y <.

Dowdod. Poniewaz

T #y,

na mocy Aksjomatu 1 mamy:
<y lub x>y;

drugi czlon tej alternatywy, na mocy Twierdzenia 3, jest rownowazny
zdaniu:
y < .

Zatem mamy!:

<y lub y<ua,

W analogiczny sposéb mozemy udowodni¢:

TWIERDZENIE 5. Jesli x #y, to x>y lub y> .

2Litery ,q.e.d.” sa stosowanym powszechnie skrétem wyrazenia ,quod erat
demonstrandum” , czyli ,,co bylo do okazania” i oznaczaja koniec dowodu.

fTen nieformalny dowéd ilustruje wazna REGULE ZASTEPOWANIA ROWNOWAZ-
NYCH FUNKCJI ZDANIOWYCH (oczywidcie, lacznie ze zdaniami). Regula ta, ktéra
rozwazaliSmy (nie wymieniajac nazwy) w ¢éwiczeniu 16 w rozdziale II, stanowi
w szczegblnosci podstawe postugiwania si¢ zdefiniowanymi terminami; patrz réw-
niez: §§11 i 46.
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Twierdzenia 4 i 5 wyrazaja, ze relacje < i > sa spdjne; twierdzenia
te nosza nazwe PRAW SPOJNOSCI (dla relacji mniejszosci i wiegkszosci).
Aksjomaty 2-5 wraz z Twierdzeniami 4 i 5 pokazuja, ze kazda z dwoch
relacji, < lub >, porzadkuje zbiér liczb R.

TWIERDZENIE 6. Dowolne liczby x i y spelniajg jeden i tylko
jeden z trzech wzoréow: = =y, = <y i
x> y.

Dowdd. Z Aksjomatu 1 wynika, ze przynajmniej jeden z danych wzo-
row musi by¢ spetniony. Aby udowodnié, ze wzory:

r=y i <y

wzajemnie sie wykluczaja, postepujemy, jak w dowodzie Twierdze-
nia 3: w drugim z nich ,,x” zastepujemy przez ,,y”, dochodzac w ten
spos6b do sprzecznoéci z Twierdzeniem 1. Podobnie mozna wykazaé
wykluczanie si¢ wzordéw:

=9y 1 x>y.
Wreszcie, dwa wzory:
r<y izxz>y

nie moga zachodzi¢ jednoczesnie, bo wéwczas wzory (na mocy Twier-
dzenia 3):

r<y i y<a,

pozostawalyby w sprzecznosci z Aksjomatem 2. Zatem dowolne liczby
x iy spelniaja tylko jeden z trzech podanych wzordw, q. e. d.

Twierdzenie 6 nazwiemy PRAWEM TRYCHOTOMII W SILNIEJSZEJ
POSTACI lub po prostu PRAWEM TRYCHOTOMII. Zgodnie z nim mie-
dzy dwiema danymi liczbami zachodzi jedna i tylko jedna podsta-
wowa relacja. Uzywajac wyrazenia ,albo ... albo ...” (rozszerzonego
na trzy czlony) w znaczeniu wylaczajacym, zaproponowanym w §7,
nadamy Twierdzeniu 6 bardziej zwiezte sformutowanie:

Dla dowolnych liczb x +y: albo x =1y, albo x <y, albo x > y.
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846 Inne relacje miedzy liczbami

Obok relacji podstawowych wazna role w arytmetyce odgrywaja trzy
inne relacje. Jedng z nich jest znana nam juz relacja réznosci #,
obecnie za§ oméwimy pozostate dwie, < i >.

Sens symbolu ,<” wyjadnia nastepujaca definicja:

DEFINICIA 1. Mowimy, ze v < y wtedy ¢ tylko wtedy, gdy
z=y lub x<y.

Wzbr:
x <y

odczytujemy: ,x jest mniejsze lub rowne y” lub ,x jest co najwyzej
rowne y”.

Mimo ze tres¢ powyzszej definicji robi wrazenie zupelnie jasnej,
doswiadczenie pokazuje, ze stosowanie jej w praktyce prowadzi nie-
kiedy do pewnych nieporozumien. Niektérzy ludzie, ktérym wydaje
sie, ze doskonale rozumieja sens symbolu ,,<”, kwestionuja jednak
zastosowanie go do konkretnych liczb. Mato, ze odrzucaja zdanie
typu:

1<0

jako oczywiscie falszywe — w czym akurat maja racje — ale rowniez
uwazaja za pozbawione sensu lub zgota falszywe wzory:

0<0 lwb 01
utrzymuja oni bowiem, ze nie ma sensu méwic, iz 0 < 0 lub ze 0 < 1,
skoro wiadomo, iz 0 = 01 0 < 1. Innymi slowy, nie da sie wskazaé
nawet jednej pary liczb, ktora ich zdaniem spelniataby wzor:

z < y.

Poglad ten jest nader bltedny. Wtasnie z tego, ze zachodzi ,,0 < 17,
wynika, ze zdanie:

0=1 lub 0«1
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jest prawdziwe, jako ze alternatywa dwdch zdan jest zawsze prawdzi-
wa, o ile prawdziwe jest jedno z tych zdan (por.§7). Z kolei zgodnie
z Definicjg 1, alternatywa ta jest rownowazna zdaniu:

0<1.
Z tych samych wzgledéw prawdziwy jest rowniez wzor:
0<o0.

Zrédlem nieporozumient sa przypuszczalnie pewne przyzwyczaje-
nia wyniesione z zycia codziennego (*na ktére zwracaliSmy juz uwage
czytelnika przy koncu §7*). W jezyku powszednim zwyklo sie uzna-
waé alternatywe dwoch zdan, gdy wiemy, ze jedno z nich jest praw-
dziwe, nie wiemy natomiast ktére. Nikt chyba nie powie, ze 0 = 1 lub
0 < 1 (cho¢ jest to niewatpliwie prawda), gdy moze wyrazi¢ co$ prost-
szego i rownoczesnie logicznie mocniejszego, mianowicie ze 0 < 1.
Wszelako w rozwazaniach matematycznych nie zawsze korzystnie jest
wyrazaé¢ wszystko, co wiemy, w mozliwie najmocniejszej formie. Na
przyktad o czworoboku czasami powiemy, ze jest réwnolegtobokiem,
chociaz wiemy o nim wiecej, powiedzmy, ze jest kwadratem; poste-
pujemy tak po to, by zastosowaé twierdzenie ogdlne, odnoszace sie
do dowolnego réwnolegtoboku. Z podobnych wzgledéw, wiedzac, ze
pewna liczba z jest mniejsza od 1 (na przyklad dotyczy to 0), stwier-
dzimy tylko, ze < 1, innymi stowy, ze albo x = 1, albo = < 1.

X kX

Podamy teraz dwa twierdzenia odnosnie relacji <.
TWIERDZENIE 7. x <y wtedy i tylko wtedy, gdy = 3 y.

Dowod. Twierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem prawa trycho-
tomii (Twierdzenie 6). W istocie, jesli

(1) <y
to zgodnie z Definicjg 1, brzmiaca:
(2) r=y lub <y,

nie moze zachodzié wzdér:
T > .

I odwrotnie. Jedli
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(3) x ¥y,

to musi byé¢ spelniony jeden z warunkéw (2) i — ponownie na mo-
cy Definicji 1 — bedzie zachodzil wzér (1). Wzory (1) i (3) sa wiec
rownowazne, q.e.d.

Zgodnie z terminologia w §28 Twierdzenie 7 méwi, ze relacja <
jest negacja relacji >.

Ze wzgledu na strukture Twierdzenia 7 mozna by je przyjaé za
definicje symbolu ,<” — inng niz definicja podana wczesniej, ale jej
rownowazna. Twierdzenie to réwniez ostatecznie rozwiewa wszelkie
watpliwoéci zwiazane ze stosowaniem symbolu ,,<”. Nikt bowiem nie
zawahalby sie przed uznaniem wzorow:

0<0i0<1

za prawdziwe, uswiadomiwszy sobie, ze sa one réwnowazne! odpo-
wiednim wzorom:

040 i 0F1.

Gdybysmy zechcieli, moglibySmy oby¢ sie bez symbolu ,,<”, stosujac
zamiast niego ,3#”.

TWIERDZENIE 8. z <y wtedy i tylko wtedy, gdy <y i x #y.
Dowad. Jesli

(1) x <y,

to, na mocy Definicji 1, zachodzi:

(2) z <y,

fZwracamy uwage czytelnika na to, ze stowa ,réwnowazny” uzywamy tu w
innym znaczeniu, niz w rachunku zdan (por. §10). Chodzi nie tyle o to, ze dwa
wzory, czy, powiedzmy, dwie definicje maja te sama wartos¢ logiczna, lecz ze
maja (prawie) ten sam sens i zakres. Mamy tu na mysli co$ takiego: dwa wzory
(lub metody, etc.) posiadaja mniej wiecej te sama tresé, wobec czego mozna
stosowaé je zamiennie do réznych celéw. Nie staramy sie wyjaénié, co znacza tu
stowa ,tre$é” i ,rézne cele”, bo bytoby nader trudno uczynié to w sposéb ogdlny.
Dlatego nalezy uwazaé, ze takie uzycie stowa ,réwnowainy” jak w tekécie ma
przede wszystkim wartosé heurystyczna. (W réznych szczegdlnych przypadkach
mozna jednak jego uzycie sprecyzowac.) — Zob. kolejne przyklady w §22 i przy
konicu Cwiczeri dodatkowych w rozdziale V1.
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natomiast nie zachodzi, na mocy prawa trychotomii, wzor:

T =y.
Odwrotnie, jesli zachodzi (2), to z Definicji 1 otrzymujemy:
(3) x <y lub = =uy;

lecz jesli réwnoczesnie mamy:

T #y,

to musimy uznaé pierwsza cze$¢ alternatywy (3), czyli wzér (1). Tak
wiec implikacja zachodzi w obu kierunkach, gq. e. d.

Pominiemy tutaj szereg innych wtasnosci relacji <. W szczegdl-
noéci mamy tu na mysli twierdzenia o zwrotnosci i przechodnioéci tej
relacji. Dowody tych twierdzen nie przedstawiaja zadnych trudnodci.

X Xk X

Definicja symbolu ,,>" jest zupelnie analogiczna do Definicji 1; z
twierdzen dotyczacych relacji < automatycznie otrzymujemy odpo-
wiednie twierdzenia dla relacji >, zastepujac wszedzie symbole ,<”,

,<” symbolami ,,>”, > oraz ,<”.

Wzory typu:

r=1Y,

w ktérych zamiast ,x” i ,y” moga wystepowaé stale, zmienne oraz
cale wyrazenia oznaczajace liczby, nazywamy zwykle ROWNANIAMI.
Podobne wzory postaci:

r<y lub z>y
nazywaja si¢ NIEROWNOSCIAMI (W WEZSZYM ZNACZENIU). Posr6d
NIEROWNOSCI W SZERSZYM ZNACZENIU mamy dodatkowo wzory po-

staci:

r#y, <y, lub x>y
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O wyrazeniach wystepujacych po lewej i po prawej stronie symboli
»=, »< itd. w takim wzorze méwimy, ze sa LEWA i PRAWA STRONA
ROWNANIA lub NIEROWNOSCI.

Cwiczenia

1. Rozwazmy dwie relacje miedzy ludZzmi: relacje bycia osoba nizsza
wzrostem i relacje bycia osoba wyzsza wzrostem. Jaki warunek powi-
nien spetnia¢ dowolny zbiér ludzi, aby wraz z tymi dwiema relacjami
utworzyl model aksjomatéw pierwszej grupy (por. §37)?

2. Niech wzor:
rQy

oznacza, ze liczby x i y spelniaja jeden z nastepujacych warunkéw:
(i) liczba x ma mniejsza wartos¢ bezwzgledna od liczby y, lub (ii)
jesli wartosci bezwzgledne liczb x i y sa takie same, to x jest ujemne,
y za$ — dodatnie.” Ponadto, niech wzér:

T Qy

ma takie samo znaczenie jak:

W oparciu o znane prawa arytmetyki pokazaé, ze zbiér wszystkich
liczb i zdefiniowanych wyzej relacji @ i © ustanawia model pierwszej
grupy aksjomatéw.

Podaé inne przyktady modeli (lub interpretacji) tych aksjomatéw
w obrebie arytmetyki i geometrii.

3. Z Twierdzenia 1 wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenie:
jesli x <y, to T #y.

I odwrotnie. Wyprowadzi¢ Twierdzenie 1 z podanego twierdzenia,
nie odwolujac sie do zadnych innych praw arytmetyki. Czy oba te
dowody sa dowodami nie wprost i czy pasuja one do wzorca dowodu
Twierdzenia 1 z §447

4. Uogdblni¢ dowodd Twierdzenia 1 z §44 i w ten sposéb ustali¢ naste-
pujace prawo ogélne teorii relacji (por.uwagi w §37):

tPrzypominamy: Wartoscig bezwzgledna liczby 0 jest 0, jesli zas z # 0, to
obojetne, czy mamy x, czy —z, wartos¢ bezwzgledna jest zawsze liczba dodatnia.
Na przyktad warto$é bezwzgledna liczb —2 1 2 jest 2.
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Kazda relacja R, asymetryczna w danej klasie K, jest rowniez
przeciwzwrotna w tej klasie.

5. Pokaz, ze jesli Twierdzenie 1 jest przyjete jako nowy aksjomat,
wtedy dawny Aksjomat 2 moze byé¢ wyprowadzony jako konsekwencja
tego aksjomatu i Aksjomatu 4.

Jako uogoélnienie tego rozumowania udowodnij nastepujace ogélne
prawo teorii relacji:

Kazda relacja R, przeciwzwrotna i przechodnia w danej klasie K,
jest rowniez asymetryczna w tej klasie.

*6. Przy koncu § 44 prébowaliémy wytlumaczyé, ze dowdd Twierdze-
nia 2 jest analogiczny ze wzgledu na catkowita symetrycznosé¢, wobec
czego mozna go pomingé. Inne uzasadnienie pominiecia tego dowodu
wynika z pewnych ogdlnych rozwazan w rozdziale VI. Przedstawi¢ do-
ktadnie to inne uzasadnienie, podajac szczegdtowo z jakich rozwazan
ono wynika.

7. Przetltumaczy¢ nastepujace twierdzenia na zwykly jezyk, a takze
wyprowadzi¢ je z pierwszej grupy aksjomatow:

(a) Vay{z =y < [~ (z <y) A~ (y <2)]};

(b) Vaylz <y —V.(x <zVz<y).
8. Wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenia z Aksjomatu 4 i Definicji
1, a ponadto wyrazi¢ je w symbolice logiczne;j:

(a) jesli x<y i y<z, to x<z;

(b) jesli <y i y<z, to x<z;

(c) jesli x<y 1 y<z, 1 z<t, to z<t.
9. Pokazad, ze relacje < i > sa zwrotne, przechodnie i spdjne. Czy
relacje te sa symetryczne, czy asymetryczne?

10. Pokazaé, ze miedzy dowolnymi dwiema liczbami zachodzg do-
ktadnie trzy z szesciu relacji: =, <, >, #, < oraz >.

11. Zaréwno konwers jak negacja kazdej z szeSciu relacji wyszcze-
gélnionych w poprzednim ¢wiczeniu jest znowu jedna z tych szesciu
relacji. Uzasadni¢ to.
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*12. Miedzy ktérymi relacjami podanymi w éwiczeniu 10 zachodzi
relacja inkluzji? Czym bedzie suma, iloczyn i iloczyn wzgledny do-
wolnej pary relacji?

Wskazéwka. Przypomnieé sobie podane tu terminy; oméwilismy je
w §28. Koniecznie rozwazy¢ relacje sktadajaca sie z dwoch réwnych
relacji i pamietaé, ze iloczyn wzgledny moze zaleze¢ od kolejnosci
czynnikéw (por. ¢wiczenie 4 w rozdziale V). Lacznie powinno sie prze-
analizowaé 36 par relacji.
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VIII

Konstrukcja teorii matematyczne;j:
prawa dodawania i odejmowania

847 Aksjomaty dotyczgce dodawania; ogdlne
wlasnosci dziatan, pojecie grupy i grupy abelowej

Zajmiemy sie teraz drugg grupa aksjomatéw, w ktérej sktad wchodzi
szesé nastepujacych zdan':
AKSIJOMAT 6. Dla dowolnych liczb x iy istnieje taka liczba
z, 2e  z =z +y; innymi stowy: jesli =z € R
1 y € R, to istnieje takie z, zZe z € R 1
Z=x+Y.

AKSIJOMAT 7. z+y=y+ x.
AKSJIOMAT 8. =+ (y+2) = (z+y) + 2.

AKSIOMAT 9. Dla dowolnych liczb x i y istnieje taka liczba
z, 2ex =y+ 2.

AKSJOMAT 10. Jesli y<z, to x+y<x+ 2.
AKSIJOMAT 11. Jesli y >z, to x+y>x+ 2.

Skupmy sie¢ narazie na pierwszych czterech zdaniach tej grupy,
czyli aksjomatach 6-9. Przypisuja one dodawaniu szereg prostych

TSzosty aksjomat da sie sformutowé zwiezlej, mianowicie: jesli x € R i y € R,
to x +y € R. Taka postaé jest wygodna w uzyciu.
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wlasnosci, czestokro¢ wspominanych w kontekécie innych dziatan z
réznych dziatéw logiki i matematyki.

Dla oznaczenia owych wtasnosci wprowadzono specjalne terminy.
I tak, méwimy, ze dzialanie D jest WYKONALNE W KLASIE K, lub
ze klasa K jest DOMKNIETA ZE WZGLEDU NA DZIALANIE D, jesli
w wyniku wykonania dziatania D na dowolnych dwéch elementach
klasy K otrzymujemy znowu element tej klasy; innymi stowy, gdy
dla dowolnych dwoch elementéw x i y klasy K, istnieje taki element
z klasy K, ze

z =xDy.

Dziatanie D jest PRZEMIENNE W KLASIE K, jesli jego wynik nie zalezy
od porzadku elementéw klasy K, na ktérych dziatanie to wykonuje-
my, lub — méwiac zwiezlej — jesli dla dowolnych elementéw x i y tej
klasy mamy:

xDy = yDx.

Dziatanie D jest LACZNE W KLASIE K, jesli jego wynik nie zalezy
od sposobu taczenia elementéw klasy w grupy, lub — Scislej — jesli dla
dowolnych trzech elementéw x, y i z tej klasy spelniony jest warunek:

xD(yDz) = (xDy)Dz.

O dziataniu D méwimy, ze jest, odpowiednio, PRAWOSTRONNIE lub
LEWOSTRONNIE ODWRACALNE W KLASIE K, jesli dla dowolnych
dwoch elementéw z i y (klasy K), istnieje zawsze taki element z
klasy K, ze zachodzi:

r=yDz lub x = zDy.

Dziatanie D, ktore jest rownocze$nie prawo- i lewostronnie odwracal-
ne, nazywamy dziataniem OBUSTRONNIE ODWRACALNYM W KLASIE
K. Widac¢ stad, ze kazde dziatanie przemienne, ktore jest prawo- lub
lewostronnie odwracalne, musi by¢ obustronnie odwracalne. Mowi-
my, ze klasa K jest GRUPA ZE WZGLEDU NA DZIALANIE D, jedli dzia-
tanie to jest wykonalne, taczne oraz odwracalne w K. Jedli ponadto
dziatanie D jest przemienne, to klase K nazywamy GRUPA ABELOWA
ZE WZGLEDU NA DZIALANIE D. Grupy takie, tacznie ze specjalnym
przypadkiem grup abelowych, stanowia przedmiot badan niezaleznej
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dyscypliny matematycznej zwanej TEORIA GRUP; o teorii grup wspo-
minaliémy juz w rozdziale V.!

W przypadku, gdy klasa K jest klasa pelna (lub dziedzina rozwa-
zanej teorii — por. § 23) terminy takie jak , wykonalne’, ,przemienne”
itd., zwykle stosujemy opuszczajac stowa ,w klasie K.

Zgodnie z wprowadzona wyzej terminologia, Aksjomaty 6-9 na-
zywamy kolejno PRAWEM WYKONALNOSCI, PRZEMIENNOSCI, LACZ-
NOSCI oraz PRAWOSTRONNEJ ODWRACALNOSCI dla dziatania doda-
wania. Lacznie stwierdzaja one, ze zbiér wszystkich liczb jest grupa
abelowg ze wzgledu na dodawanie.

8§48 Prawa przemiennosci i lgcznosci dla wiekszej
liczby skladnikéow

Aksjomat 7, inaczej prawo przemiennosci oraz Aksjomat 8, czyli
prawo tacznosci w podanej wyzej postaci odnosza sie, odpowiednio,
do dwdch i trzech skladnikéw.! Istnieje jednak nieskonczenie wiele
innych praw przemiennoéci i tacznosci, dotyczacych wiekszej liczby
sktadnikéw. Na przyktad wzor:

r+y+z)=y+(z+2),

stanowi przyktad prawa przemiennoéci dla trzech skladnikéw, zas
wzOr:
r+y+Gz4+u))=[(z+y)+z2]+u

jest jednym z praw lacznosci dla czterech sktadnikéw. Istnieja po-
nadto twierdzenia o charakterze mieszanym, ktére wyrazaja — ogdlnie
rzecz biorac — ze dowolna zmiana w uporzadkowaniu, badz ugrupo-
waniu sktadnikéw, nie wplywa na wynik dodawania. Dla ilustracji
przytoczymy nastepujace twierdzenie.

'Pojecie grupy wprowadzit do matematyki Francuz E. GaLois (1811-1832).
Termin ,,grupa abelowa” wybrano na cze$¢ norweskiego matematyka N. H. ABELA
(1802-1829), ktérego badania wywarly silny wplyw na rozwdj algebry wyzszej.
Znaczenie pojecia grupy dla matematyki zaczeto doceniaé¢ zwtaszcza po ukazaniu
si¢ prac innego norweskiego matematyka S. LIEGO (1842-1899) oraz niemieckiego
matematyka F. KLEINA (1849-1925).

tZauwazmy, ze Aksjomaty 7 i 8 zawieraja tez, odpowiednio, dwa i trzy rézne
symbole zmienne. Wszelako pojecie sktadnika rézni sie w sposéb zasadniczy od
pojecia zmiennej.
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TWIERDZENIE 9. x + (y + 2) = (v + 2) + ¥.

Dowdd. Dokonujac odpowiednich podstawien, z Aksjomatow 7 i 8
otrzymamy:

(1) z+y=y+ 2,
(2) 2+ (z+y)=(@+2)+y.

Zgodnie z (1) i na mocy prawa LEIBNIZA mozemy zastapi¢ ,,z +y” w
(2) przez ,y + 27, otrzymujac w wyniku zadany wzor:

r+(y+z)=(x+2)+y.

W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ z Aksjomatéw 7 1 8 —
ewentualnie w oparciu o Aksjomat 6 — wszystkie prawa przemienno-
Sci i tacznosci zawierajace dowolna liczbe skladnikéw. Prawa te cze-
sto wykorzystuje sie praktycznie przy przeksztalcaniu wyrazen alge-
braicznych. Przez przeksztalcenie wyrazenia oznaczajacego liczbe ro-
zumiemy tutaj, jak zwykle, zmiane, ktéra prowadzi do wyrazenia,
oznaczajacego te sama liczbe, a wiec takiego, ktére da sie potaczyé
znakiem identycznosci z wyrazeniem pierwotnym. NajczeSciej prze-
ksztalceniom tego rodzaju poddaje si¢ wyrazenia, zawierajace zmien-
ne, czyli wyrazenia, ktére sg funkcjami nazwowymi. Innymi stowy, na
mocy praw przemiennoéci i tacznosci mozemy przeksztatci¢ dowolne
wyrazenie o postaci typu:

t+2, v+ (y+2), v+ [y+z)+(z+u),...,

a wiec wyrazenie, w ktorego sktad wchodza state liczbowe i zmien-
ne oddzielone znakami dodawania i nawiasami. Przeksztalcanie ich
polega na dowolnym przestawianiu symboli liczbowych i nawiaséw
(trzeba jednak uwazaé, by wskutek przestawiania nawiaséw wyraze-
nie nie utracilo sensu).

849 Prawa monotonicznosci dla dodawania i ich
odwrdécenia

Aksjomaty 101 11, ktérymi si¢ teraz zajmiemy, to tzw. PRAWA MONO-
TONICZNOSCI dla dodawania wzgledem relacji mniejszosci 1 wigkszo-
$ci. Ogodlnie powiadamy, ze dziatanie binarne D jest MONOTONICZNE
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w klasie K WZGLEDEM RELACJI BINARNEJ R, jesli dla dowolnych
elementéw x, y, z klasy K wzor:

yRz

pociaga za soba:
(zDy)R(zDz);

przy czym drugi wzor oznacza, ze wynik dzialania D wykonanego
na przedmiotach z, y pozostaje w relacji R z wynikiem dzialania D
wykonanego na z i z. (W przypadku dzialania nieprzemiennego po-
winno sie odréznia¢ monotonicznosé prawostronna od lewostronnej;
wtasno$é przed chwilg zdefiniowana charakteryzuje monotoniczno$é
prawostronna.)

Dodawanie jest dzialaniem monotonicznym nie tylko wzgledem
relacji mniejszosci i wigkszosci — jak to wynika z Aksjomatéow 101 11
— ale takze wzgledem innych relacji miedzy liczbami, omawianych w
§46. Latwy zwlaszcza jest dowdd dla relacji identycznosci:

TWIERDZENIE 10. Jesli y=2z, to x4+y=x+ z.

Dowdd. Suma z +y, ktorej istnienie zapewnia Aksjomat 6, jest réwna
sama sobie (na mocy Prawa II z §17):

r+y=x+y.

7 uwagi na zalozenie twierdzenia wolno nam zastapié¢ zmienna ,y”
po prawej stronie tego réwnania zmienng ,,z”. Otrzymamy wéwczas
zadany wzoér:

rt+y=x+z.

Odwroécenie Twierdzenia 10 jest rowniez prawdziwe:
TWIERDZENIE 11. Jesli x4+y=x+ 2, to y==z.

Naszkicujemy tu dwa dowody tego twierdzenia. Pierwszy, oparty
na prawie trychotomii oraz Aksjomatach 6, 10 i 11, jest stosunkowo
prosty. Jednakze do naszych dalszych celéw potrzebny jest nam inny
dowdd, znacznie bardziej zlozony, za to oparty wytacznie na Aksjo-
matach 7-9.7

TCzytelnika moze zdziwi, ze nie zastosujemy Aksjomatu 6. Czy widzac w sfor-
mutowaniu aksjomatu lub twierdzenia ,x + y”, nie mamy prawa oczekiwaé, ze
x+y jest liczba? Pytanie to nasuwa sie zwtaszcza wtedy, gdy w gre wchodza inne
interpretacje terminéw pierwotnych. W zwiazku z tym przyjrzyjmy si¢ mozliwo-
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Dowdd pierwszy. Przypusémy, ze rozwazane twierdzenie jest falszywe.
Wobec tego istnieja takie liczby x, y i z, ze

(1) r+y=x+z2
a mimo to

(2) Y F 2.

Poniewaz = + y i x + 2z sa liczbami (zgodnie z Aksjomatem 6), to z
prawa trychotomii wynika, ze spetniaja one tylko jeden ze wzoréw:

zt+y=xz+z z+y<z+z i z+y>zx+-=z.

Wobec (1) zachodzi pierwszy z nich, tym samym pozostalte odpadaja.
Zatem:

(3) r+ydr+z i z+yFaotz

7 drugiej strony, jesli ponownie zastosujemy prawo trychotomii, to z
nieréwnosci (2) wnosimy, ze

y<z lub y>z.
Stad — na mocy Aksjomatéw 10 i 11 — otrzymujemy alternatywe:
(4) r+y<zc+z lub x4+y>z+z2,

ktéra pozostaje w jawnej sprzecznosci z (3).7T Musimy wiec odrzucié
pierwotne przypuszczenie i uznaé¢ twierdzenie za udowodnione.

$ciom rozwazanym w §47. Jedna z nich — to klasa liczb R, druga — ogélna (blizej
nieokreslona) klasa K. W przypadku klasy K — gdyby$my nie przyjeli Aksjomatu
6 — Aksjomaty 7 i 8 wymagalyby dodatkowego oméwienia. — Dla czytelnika be-
dzie z pozytkiem, jesli skomentujemy kréotko sytuacje, gdy w gre wchodzi klasa
K, ktora poza tym, ze jest podklasa R, pozostaje blizej nieokreslona. Jesli teraz
z € Kiye€ K, tox+y bedzie liczba, ktéra jednak wcale nie musi nalezeé¢ do K.
Mamy tu wiec przypadek, ze Aksjomat 6 nie stosuje si¢ do K; niemniej, wszystkie
sumy zachowuja dalej sens i Aksjomaty 7 i 8 pozostaja stuszne. — Wszelako teorie,
w ktorych Aksjomat 6 nie zachodzi, nie bardzo nas obchodza. Jesli bowiem przyj-
miemy Aksjomat 9 wraz z Aksjomatami 7 i 8 (ktére teraz nalezy odpowiednio
zinterpretowad), jak w drugim dowodzie Twierdzenia 11, to Aksjomat 6 bedziemy
w stanie wyprowadzi¢; patrz §55. Zatem wszystkie sumy w drugim dowodzie sa
dobrze zdefiniowane i rzeczywiscie naleza do zalozonej klasy.

TSprzecznosé miedzy (3) a (4) da sie wyrazié wprost przez odwotanie sie do
jednego z praw DE MORGANA. Por. éwiczenie 14 w rozdziale II. — Stwierdzenie (4)
ma jeszcze jeden interesujacy aspekt w zwiazku z jego wyprowadzeniem ze zdania
poprzedniego. Wychodzi sie tutaj od alternatywy, ktérej cztony sa zalozeniami
stusznych implikacji i stwierdza si¢ alternatywe odpowiednich zalozen. Niekto-
rym czytelnikom argument taki moze si¢ wydac nieprzekonujacy. Jeden sposéb
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*Dowdd drugit Zastosujmy Aksjomat 9 z ,2” i ,2” zastgpionymi
odpowiednio przez ,y” i ,u”. Okazuje sie, ze istnieje liczba u, ktora
spelia wzor:

Yy=9y+u.

Ale zgodnie z Aksjomatem 7:
ytu=u+y,

a na mocy prawa przechodnioéci dla relacji identycznosci (por. prawo
IV z §17):

(1) y=u+y.

Zastosujmy teraz ponownie Aksjomat 9 z ,x” i ,z2” zastgpionymi
odpowiednio przez ,z” i ,,v”. Otrzymamy liczbe v, spelniajaca réw-
nanie:

(2) z=y+w.

Z uwagi na (1) ,y”mozemy tu zastapi¢ wyrazeniem ,u + y”:

z=(u+y)+ov.

potwierdzenia jego poprawnosci polega na zastosowaniu nastepujacego prawa z
rachunku zdan:

(P—=q) = {(r—=s) =pVr)—(aVs)l}

Istotnie, jesli wyjdziemy od tego prawa i dokonamy odpowiednich podstawien i
trzech oderwan, to omawiane wyprowadzenie uzyska posta¢ dowodu zupeinego.

fNa dowdd drugi sklada sie szereg réwnan, ktére sa elementarne (i liniowe)
i wszystkie wygladaja dos¢ podobnie. Samo przytoczenie ich nie oddaje wiec
struktury, czy tez idei omawianego dowodu. Idei tej jednak nie wolno przeoczyé¢ —
musimy koniecznie jg rozumieé¢, by méc zrekonstruowaé¢ dowdd lub zastosowaé go
w innej sytuacji. — To oczywiste, ze na widok réwnania: ,x+y = x+ 2”7, myslimy,
by wstawié¢ don liczbe —x 1 przeksztalcié rownanie za pomoca dodawania. Aksjo-
maty nie méwia nam jednak nic na temat wielkosci przeciwnych, musimy wiec,
ze si¢ tak wyrazimy, sami je wykoncypowaé. Najpierw bierzemy liczbe u; liczba
ta ma interpretacje zera. Potem siggamy po liczbe pomocniczg v, by pokazaé,
ze u utrzymuje interpretacje zera, bedac w kombinacji z wielkoscia inna niz y, w
szczegblnodci z z. Nastepnie wprowadzamy liczbe w, ktéra mozemy uwazaé za —z,
a ktora umozliwi nam zrealizowanie pierwotnego pomystu. — Zauwazmy réwniez,
ze w drugim dowodzie Autor wolal zastosowaé¢ Prawo IV i Prawo V z teorii iden-
tycznoéci, mimo ze bardziej naturalne wydawaltoby sie zastosowaé wprost prawo
LEIBNIZA (lub regule zastepowania réwnych).
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Na mocy prawa lacznosci, czyli Aksjomatu 8, mamy nastepnie:
u+ (y+v)=(u+y)+o,
a zastosowawszy Prawo V z §17 dochodzimy do:
z=u+ (y+v).

Z uwagi na (2) ,y + v” mozemy zastapi¢ przez ,z” (na mocy prawa
LEIBNIZA). Ostatecznie wiec otrzymujemy:

(3) Z2=u-+ z.

Stosujac Aksjomat 9 po raz trzeci, tym razem z ,x”, ,y” i ,,2” zasta-
pionymi odpowiednio przez ,u”, ,x” i ,w”, otrzymujemy taka liczbe
w, ze

U=+ w,

a poniewaz
r+w=w-+wx,

to mamy:
(4) u=w+x.
Z (4) i (1) otrzymujemy:
y=(w+2z)+y;
ale na mocy prawa tacznosci:
w+(x+y)=(wt+)+y,
za$ ostatnie dwa réwnania prowadza do:
(5) y=w+(z+y).

Z uwagi na zalozenie twierdzenia, ktérego dowodzimy, ,x 4+ y” w (5)
wolno nam zastapié przez ,x + z”, a to prowadzi nas do:

(6) y=w+(z+2).
Stosujac ponownie prawo tacznosci mamy:

w4+ (x+2)=(w+z)+ 2,
wobec czego (6) przeksztalca sie w:

y=(w+z)+ =z
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Z uwagi na (4) ,w + 2” wolno nam tu zastapi¢ przez ,u”. W ten
sposéb otrzymujemy:

(7) y=u-+=z.

Ale z réwnan (7) i (3) wynika, ze

Y=z

g.e.d*

Wtracimy tu kilka uwag odnoénie pierwszego dowodu Twierdzenia
11. Podobnie jak dow6éd Twierdzenia 1 stanowi on przyklad dowo-
du nie wprost. Schematt tego dowodu jest nastepujacy. Otéz aby
dowies¢ pewnego zdania, powiedzmy ,p”, zakladamy, ze zdanie to
jest falszywe, czyli przyjmujemy zdanie ,nie p”. Z zalozenia tego
wyprowadzamy wniosek ,,¢”; innymi stowy, uzasadniamy implikacje:

jesli nie p, to q

(w danym przypadku wnioskiem ,,¢” jest koniunkcja warunkéw (3)
i (4) wystepujacych w dowodzie). Z drugiej strony, odwolujac sie
do pewnych ogélnych praw logiki (jak w tym przypadku) lub pew-
nych twierdzen wczeéniej udowodnionych w teorii matematycznej, na
gruncie ktérej przeprowadzamy tu wszystkie dowody, potrafimy po-
kazadé, ze otrzymany wniosek jest falszywy, innymi slowy, ze zachodzi
»,nie ¢°. To nas zmusza do odrzucenia pierwotnego zalozenia, a tym
samym — do uznania zdania ,p” za prawdziwe. GdybySmy naszemu
rozumowaniu nadali posta¢ dowodu zupelnego, istotng role odegra-
loby w nim prawo logiczne, bedace wariantem znanego nam z §14
prawa kontrapozycji. Prawo to brzmi:

Z tego, ze jesl nie p, to q, wynika, Ze jesli nie q, to p.

Rozwazany schemat dowodzenia nieco si¢ rézni od zastosowane-
go do Twierdzenia 1. W tamtym dowodzie zatozywszy probnie, ze
twierdzenie jest falszywe, dowiedliSmy, ze jest ono prawdziwe, czyli
wyprowadziliSmy wniosek, ktory wprost przeczyl naszemu zalozeniu;

#Dowéd matematyczny czesto przeprowadza sie zgodnie z pewna znang linig
rozumowania; tutaj stowo ,schemat’ odnosi sie do takiej wlasdnie linii rozumowa-
nia. W poprzednim rozdziale uzywano w tym kontekscie bardziej powszechnego
stowa ,wzorzec”.
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tutaj z analogicznego zalozenia wyprowadziliSmy wniosek, o ktérym
z innych zrédel wiedzieliémy, ze jest falszywy. Réznica ta nie jest
jednak istotna; za pomoca praw logicznych mozemy tatwo pokazac,
ze dowdd Twierdzenia 1 — podobnie jak kazdy inny dowdd nie wprost
— da sie dopasowaé¢ do schematu, ktéry witasnie naszkicowali$my.

k ok ok
Inne prawa monotonicznosci, czyli aksjomaty 10 i 11, tez mozna
odwrdcié:
TWIERDZENIE 12. Je$li z+y<z+2z, to y<z.
TWIERDZENIE 13. Jesli x+y>x+ 2, to y> z.

Dowody tych twierdzen mozemy ltatwo otrzymaé wzorujac sie na
pierwszym dowodzie Twierdzenia 11.

8§50 Zamkniete systemy zdan

Istnieje prawo ogélne, ktérego znajomosé znacznie upraszcza dowody
ostatnich trzech twierdzen (11, 12 i 13). Prawo to, nazywane cza-
sem PRAWEM SYSTEMOW ZAMKNIETYCH lub PRAWEM HAUBERA,? w
pewnych sytuacjach pozwala udowodnié, ze twierdzenia odwrotne sg
tez prawdziwe, o ile udato nam sie dowieé¢ kilku zdan warunkowych.

Wezmy pod uwage kilka implikacji, powiedzmy trzy, ktéorym na-
damy nastepujaca schematyczng postac:

]6§lZ b1, to q1;
]GS/ZZ b2, to q2;
jesli ps, to qs.

Te trzy zdania tworza, jak méwimy, SYSTEM ZAMKNIETY, gdy ich
poprzedniki wyczerpuja wszystkie mozliwe przypadki, a wiec gdy
prawda jest, ze

p1 lub pa lub ps,
i gdy réwnoczesnie tezy tych zdan wzajemnie sie¢ wykluczaja:

jesli q1, to nie qo; jesli qi, to nie q3; jesli qo, to nie qs.

20d nazwiska niemieckiego matematyka K. F. HAUBERA (1775-1851).
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Prawo systemoéw zamknietych glosi, ze jesli kilka zdan warunkowych
jest prawdziwych i tworza one system zamkniety, to odpowiednie zda-
nia odwrotne sa rowniez prawdziwe.

Najprostszy przyklad systemu zamknietego stanowi uktad dwéch
zdan, z ktérych jedno jest implikacja:

jesli p, to q,
drugie za$ — zdaniem przeciwnym:
jesli nie p, to nie q.

Aby w tym przypadku uzasadnié¢ oba twierdzenia odwrotne, nie trze-
ba wcale odwolywaé sie do prawa systemoéw zamknietych; wystarczy
zastosowaé prawa kontrapozycji.

Twierdzenie 10 wraz z Aksjomatami 10 i 11 tworza system za-
mkniety trzech zdan. Wynika to z prawa trychotomii, bowiem skoro
miedzy dowolnymi dwiema liczbami zachodzi dokladnie jedna spo-
$rod relacji =, < i >, to zalozenia tych trzech zdan, czyli

y=z y<z Y>z
wyczerpuja wszystkie mozliwe przypadki, podczas gdy ich tezy:
r+y=x+z, zTH+y<zr+z, xty>zr—+z,

wykluczaja sie wzajemnie. (Z prawa trychotomii wynika jeszcze inny
fakt, ktory obecnie nie posiada dla nas istotnego znaczenia, miano-
wicie, ze trzy pierwsze wzory nie tylko wyczerpuja wszystkie mozliwe
przypadki, ale réwniez wyczerpuja sie na wzajem, za$ trzy ostatnie
wzory nie tylko wykluczaja sie wzajemnie, lecz réwniez wykluczaja
wszystkie mozliwe przypadki.) Juz tylko dlatego, ze te trzy zda-
nia tworza system zamkniety, twierdzenia odwrotne 11-13 muszg by¢
spelnione.

Liczne systemy zamkniete spotykamy w geometrii elementarnej;
na przyklad przy rozwazaniu wzajemnego potozenia dwdch okregdw
o réwnych promieniach mozemy mieé¢ do czynienia z systemem zam-
knietym czterech zdan.

Na zakonczenie powiemy, ze jesli ktos nie chce odwolywaé sie do
prawa systeméw zamknietych, pragnie jednak udowodni¢ zdania od-
wrotne do zdan tworzacych system tego rodzaju, to moze po prostu
zastosowad te samg metode przeprowadzenia dowodu, ktérg postuzy-
liSmy sie w dowodzie pierwszym Twierdzenia 11.

fCzytelnik powinien zauwazyé, iz prawo systeméw zamknietych jest prawem
metodologicznym i nie nalezy ono do zakresu logiki wtasciwej.
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8§51 Kilka wnioskéw z praw monotonicznosci

Twierdzenia 10 i 11 daja sie potaczy¢ w jedno zdanie:
y =z wtedy 1 tylko wtedy, gdy = +y=x+ 2.

Podobnie mozna potaczyé Aksjomaty 10 i 11 z Twierdzeniami 12 i
13. Otrzymane tak twierdzenia nazwiemy PRAWAMI PRZEKSZTALCA-
NIA ROWNAN I NIEROWNOSCI W ROWNANIA I NIEROWNOSCI ROW-
NOWAZNE za pomoca dodawania. Twierdzenia te bywaja streszczane
nastepujaco. Jesli do obu stron réwnania lub nieréwnosci dodamy
te sama liczbe, nie zmieniajac znaku rownania lub nieréwnosci, to
otrzymamy réwnanie lub nieréwno$¢ réwnowazne wyjsciowemu row-
naniu lub nieréwnosci (oczywiscie sformutowanie to nie jest calkiem
poprawne, poniewaz po obu stronach réwnania lub nieréwnosci stoja
nie liczby lecz wyrazenia, do ktérych nie da si¢ dodacé liczb). Omawia-
ne twierdzenia odgrywaja zasadnicza role przy rozwigzywaniu réwnan
i nier6wnosci.

X ok X

Wyprowadzimy teraz jeszcze jeden wniosek z praw monotoniczno-
$ci — wniosek, ktéry bedzie potrzebny podznie;j:

TWIERDZENIE 14. Jesli v+ 2z <y+t, to v <y lub z<t.

Dowdd. Przypusémy, ze teza twierdzenia jest falszywa; innymi stowy,
ani z nie jest mniejsze od ¥y, ani z nie jest mniejsze od t. Na mocy
prawa trychotomii wynika stad, ze musi by¢ spetniony jeden z dwdoch
WZOrow:

r=y lub z >y
a takze jeden z nastepujacych dwéch wzordéw:
z=1t lub z>t.

Trzeba wiec rozwazy¢ cztery mozliwodci:
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Zacznijmy od pierwszej. Jesli oba réwnania w (1) sa stuszne, to na
mocy Twierdzenia 10 z pierwszego réwnania otrzymamy:

Z+xr=2+y,
a poniewaz zgodnie z Aksjomatem 7:
r+z=z4x i z+y=y+ 2z,

to przez dwukrotne zastosowanie prawa przechodniosci dla relacji
identycznosci otrzymamy:

B) x+z=y+ =z

Jedli teraz do drugiego réwnania w (1) zastosujemy Twierdzenie 10,
to otrzymamy:

(6) y+z=y+t,
ktore wraz z (5) daje:
(7) 2+z=y+t.

Przeprowadziwszy zupelnie analogiczny dowdd — wykorzystujacy do-
datkowo Aksjomaty 5, 6 1 11 — w kazdym z pozostaltych trzech przy-
padkéw, czyli (2), (3) i (4) dojdziemy do nieréwnosci:

(8) x42z>y+t.

Jeden ze wzoréw, (7) lub (8), musi by¢ wiec spelniony. Poniewaz
jednak x4z i y+1t sa liczbami (Aksjomat 6), to z prawa trychotomii
wynika, ze wzdér:

r+z<y+t

nie moze by¢ spelniony.f

W ten sposéb, przypuszczajac, ze teza jest falszywa, doszliSmy
do jawnej sprzecznoéci z zalozeniem twierdzenia. Przypuszczenie to
wiec odrzucamy i widzimy, ze teza istotnie wynika z zalozenia.

TDowéd ten, podobnie jak pierwszy dowéd Twierdzenia 11, opiera sie na pra-
wach monotonicznosci i trychotomii. Jesli przyjrzymy sie doktadnie kolejnym
jego krokom, zobaczymy, jak wspotgraja ze sobg rozmaite prawa rachunku zdan,
szczegdlnie te, ktére dotycza symbolu ,V” (i, rzecz jasna, ,—”). Przeanalizowanie
niektorych z tych krokéw i przedstawienie ich jako fragmentéw dowodu zupelnego
uwazamy za rzecz pouczajaca. Stworzy to nam przede wszystkim mozliwosé po-
nownego przyjrzenia si¢ pewnym prawom (por.réwniez przyklad w ods. ,1” na
str.187). — Pominmy wystepujace w twierdzeniach kwantyfikatory i oznaczmy
skrétowo zalozenie przez ,Z”, teze przez , 1”7, za$ zdania (1)—(4) odpowiednio
przez ,A”, ,B”, .C” .D”. Dowdd nie wprost przeprowadzimy biorac pod uwage
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Przeprowadzony wyzej dowdd uwaza sie za dowdd nie wprost; po
nieznacznych modyfikacjach datoby sie go dopasowaé¢ do schematu,
naszkicowanego w § 49 w zwiazku z pierwszym dowodem Twierdzenia
11. Ale formalnie rzecz biorac, przedstawiona tu droga rozumowania
rézni sie nieco od sposobu dowodzenia Twierdzen 1 i 11. Dowdd
ten przebiega nastepujaco. Otéz aby udowodnié¢ zdanie o postaci
implikacji, przedstawionej schematycznie:

jesli p, to q,

przypuszczamy, ze falszywa jest teza tego zdania, czyli ,,¢” (a nie
cale zdanie), po czym wychodzac z tego przypuszczenia — z ,nie ¢’
— dowodzimy, ze zalozenie jest falszywe, lub ze zachodzi ,,nie p”. In-
nymi slowy, zamiast dowodu danego zdania, przeprowadzamy dowdd
odpowiedniego zdania przeciwstawnego:

jesli nie q, to nie p,

»~ 17, a istotnym stwierdzeniem wstgpnym bedzie:
~ T —[(AVvB)V(CVD)

(przy czym czlony alternatywy mozna pogrupowaé inaczej). Dowdd tego stwier-
dzenia oprze sie przede wszystkim na prawie trychotomii, ale réwniez na prawach
DE MORGANA i prawie rozdzielnodci (por.éwiczenie 14 z rozdzialu II); czytel-
nikowi pozostawiamy szczegéltowe przeprowadzenie tego dowodu. — Nastepnie
oznaczmy skrétowo zdania w (7) i (8) przez ,E” i ,F”. Argumenty podane (czy
wskazane) w tekécie, wynikajace z praw monotonicznosci, w gruncie rzeczy poka-
zuja, ze
A—FE, B—F C—F, D-—F.

Z prawa dodawania logicznego (mamy tu na mysli jego postaé z § 12 i jej oczywisty
wariant), prawa sylogizmu hipotetycznego, por. Aksjomaty IVA-B, a takze IC z
Cwiczers dodatkowych do rozdziatu VI, wyprowadzamy:

A—(EVF),...,D— (EVF).

Nastepnie, po trzykrotnym zastosowaniu prawa podanego jako Aksjomat IVc,
por. tamze, otrzymujemy:

[((AVB)VvV(CVD)— (EVF).

Z tej implikacji i stwierdzenia wstepnego, na mocy sylogizmu mamy: ~ T —
(E V F). Po czym mozemy tatwo wydedukowaé, wykorzystujac trychotomig, ze
~ T — ~ Z. W tym miejscu odsytamy czytelnika do rozwazan w tekscie.



Definicja odejmowania; dziatania odwrotne 195

a z jego stusznodci wnosimy o stusznosci zdania pierwotnego. To
ostatnie wnioskowanie przeprowadza sie w oparciu o pewien wariant
prawa kontrapozycji, ktéry wyraza, ze prawdziwo$é zdania przeciw-
stawnego pociaga za soba prawdziwosé¢ zdania pierwotnego (por. § 14).

Taki sposéb dowodzenia bardzo sie rozpowszechnil we wszyst-
kich dyscyplinach matematycznych; stanowi on najpospolitszy typ
dowodu nie wprost.

8§52 Definicja odejmowania; dziatania odwrotne

Pokazemy teraz, jak mozna wprowadzi¢ do naszych rozwazan pojecie
odejmowania. W tym celu udowodnimy najpierw nastepujace twier-
dzenie:

TWIERDZENIE 15. Dla dowolnych dwdch liczb y i z istnieje do-
ktadnie jedna taka liczba x, Ze y =z + x.

Dowdd. W przypadku dowolnych liczb y i z Aksjomat 9 zapewnia
istnienie co najmniej jednej liczby x spelniajacej wzor:

=z+x.
Musimy pokazaé, ze nie istnieje wiecej niz jedna taka liczba, innymi
stowy, ze dowolne dwie liczby u i v, spelniajace ten wzér, sg iden-
tyczne. Wobec tego przypusémy, ze
y:z+u l y:Z—i-’U

Stad natychmiast wynika (na mocy praw symetrii i przechodnio$ci
dla relacji =), ze
Z4+u=z+wv,

z czego w oparciu o Twierdzenie 11 otrzymujemy:
U =v.
Tak wiec istnieje dokladnie jedna liczba z (por.§20), dla ktérej
y=z+z,

q.e. d.
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Te jedyna liczbe x, okre$lona powyzszym twierdzeniem, ozna-
czamy symbolicznie:
y—z
zapis ten za$ odczytujemy po prostu ,,réznica liczb y i z”, lub lepiej
Lywynik odejmowania liczby z od liczby y”. Doktadna definicja pojecia
roznicy brzmi nastepujaco:

DEFINICJA 2. Mowimy, Ze x =1y — z wtedy i tylko wtedy,
gdy y=z+x.

Ogdlniej, dziatlanie O nazywamy PRAWOSTRONNYM ODWROCE-
NIEM DZIALANIA D W KLASIE K, o ile oba dziatania, D i O, spelniaja
nastepujacy warunek:

dla dowolnych elementow x, y i z klasy K mamy:
x =yO0z wtedy i tylko wtedy, gdy y = zDx.

Podobnie definiujemy analogiczne pojecie LEWOSTRONNEGO OD-
WROCENIA DZIALANIA D. Jedli dzialanie D jest przemienne w klasie
K, to oba jego odwrdcenia — prawe i lewe — pokrywaja sie i wtedy
moéwimy po prostu 0 ODWROCENIU DZIALANIA D (czy tez o DZIA-
LANIU ODWROTNYM DO D). Zgodnie z ta terminologia Definicja
2 wyraza fakt, ze odejmowanie jest prawym odwréceniem (lub po
prostu odwréceniem) dodawania.

853 Definicje, ktorych definiendum zawiera znak
identycznosci

*Definicja 2 stanowi przyklad pewnego typu definicji czesto spoty-
kanych w matematyce. Taka definicja méwi, jak nalezy rozumieé
symbol, oznaczajacy albo pojedynczy przedmiot albo dzialanie na
pewnej liczbie przedmiotéw (ktére, jak pamietamy, jest tym samym,
co funkcja o pewnej liczbie argumentéw). W kazdej definicji tego
typu definiendum ma posta¢ rownania:

rT=...;
po prawej stronie znajduje sie symbol, ktéry definiujemy, wzglednie
funkcja nazwowa, utworzona z tego symbolu i pewnych zmiennych
2y, .27, ..., — zaleznie od tego, czy symbol ten oznacza pojedynczy
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przedmiot, czy dzialanie na przedmiotach. Definiens moze byé¢ funk-
cja zdaniows o dowolnej postaci, ktéra zawiera te same zmienne wol-
ne, co definiendum, stwierdzajac, ze przedmiot x — ewentualnie razem
z przedmiotami y, z, ...— spelnia taki a taki warunek. — Definicja
2 ustala sens symbolu, oznaczajacego dzialanie na dwoéch liczbach.
Jako inny przyktad podamy tu definicje symbolu ,,0”, ktéry oznacza
pojedyncza liczbe:

Mowimy, ze x =0 wtedy ¢ tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby y
zachodzi wzor: y—+x = y.

* ok %

7 definicjami tego typu wiaze sie pewne niebezpieczenstwo; jesli
konstruujac je nie zachowamy dostatecznej ostroznosci, mozemy po-
pasé w sprzeczno$é. Wyjaséni to konkretny przyktad.

Pozostawmy na chwile nasze rozwazania i przyjmijmy, ze w aryt-
metyce dysponujemy juz symbolem mnozenia i zamierzamy go wy-
korzystaé do zdefiniowania symbolu dzielenia. Wezmiemy wigc pod
uwage nastepujaca prowizoryczna definicje, ktéra ma dokladnie te
sama postaé, co Definicja 2:

mowimy, Ze x =1y :z wtedy i tylko wtedy, gdy y =z - =.

Jedli zastapimy w tej definicji zaréwno ,,y”, jak ,2” przez ,,0”, za$
»x" napierw przez ,, 1”7, potem przez ,,2” i zauwazymy, ze nastepujace
wzory sg prawdziwe:

0=0-110=0-2,
to natychmiast otrzymamy:

1=0:012=0:0.

Ale poniewaz dwa przedmioty, réwne temu samemu przedmiotowi, sa
sobie réwne, dochodzimy do tego, ze

1=2,

czyli do absurdu.

Nie trudno znalezé przyczyne tego zjawiska. Zaréwno w Definicji
2, jak w prowizorycznej definicji ilorazu, definiens ma postaé¢ funk-
cji zdaniowej z trzema zmiennymi wolnymi ,x”, ,y” i ,,2”7. Kazdej
takiej funkcji zdaniowej odpowiada relacja tréjcztonowa, zachodzaca
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miedzy liczbami x, y i z wtedy i tylko wtedy, gdy liczby te spelniaja
owa funkcje zdaniowa (por.§§27 i 34); mozna skonstruowaé defini-
cje, ktora wprowadzi symbol oznaczajacy omawiana relacje. Lecz
jesli nadajemy definiendum postac:

r=y—z lub x=y: 2,

to z géry zakladamy, ze relacja jest jednoznaczna (czyli dzialanie lub
funkcja, por.§34), a wobec tego, ze dla dwoch dowolnych liczb y i z
istnieje co najwyzej jedna liczba x pozostajaca z nimi w omawianej
relacji. Wszelako warunek, by relacja ta byla jednoznaczna, nie jest
automatycznie spelniony i jego shlusznos¢ musimy najpierw ustalic.
Uczynilismy to w przypadku Definicji 2, ale nie dla podanej wyzej de-
finicji ilorazu. Aktualnie nie bylibySmy w stanie sprawdzié¢ jej stusz-
nosci po prostu dlatego, ze relacja, o ktorej tu mowa, w pewnych
wyjatkowych przypadkach przestaje by¢ jednoznaczna. Jesli bowiem

y=01 z=0,
to istnieje nieskonczenie wiele liczb z, dla ktorych
Yy=2z-x.

Jedli zatem chcemy sformulowaé definicje ilorazu w podanej wyzej
postaci, nie popadajac jednoczesnie w sprzecznosé, musimy wytaczy¢
przypadek, w ktérym obie liczby v i z sa 0 — na przyktad umieszczajac
w definiens dodatkowy warunek.

Rozwazania te prowadza do nastepujacego wniosku. Kazda de-
finicje typu Definicji 2 powinno poprzedzaé¢ twierdzenie analogiczne
do Twierdzenia 15, a wiec twierdzenie, ktore glosi, ze istnieje tylko
jedna liczba z, spelniajaca definiens. (Powstaje pytanie, czy chodzi o
to, by mie¢ doktadnie jedna liczbe x, czy moze wystarczy, by istniata
co najwyzej jedna taka liczba. Nie bedziemy tu rozstrzasaé tej raczej
trudnej kwestii.)*

8§54 Twierdzenia o odejmowaniu

W oparciu o Definicje 2 i prawa dodawania mozemy bez trudu udo-
wodni¢ podstawowe twierdzenia odno$nie odejmowania, a wiec prawo
wykonalnosci, prawa monotonicznosci oraz prawa przeksztalcania
réwnan i nieréwnoéci za pomoca odejmowania. Mamy tu takze twier-
dzenia rzadzace przeksztalcaniem tak zwanych sum algebraicznych,
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czyli wyrazen, ktére sktadaja sie ze stalych numerycznych i symboli
zmiennych rozdzielonych znakami ,+” i ,—” , jak réwniez nawiasami
(ktére czesto sie omija zgodnie ze specjalnymi konwencjami). Jako
przyktad ostatniej kategorii moze stuzy¢ nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 16. z + (y — 2) = (z + y) — 2.

Dowdéd. Dowolnym liczbom y i z zgodnie z Aksjomatem 9 odpowiada
taka liczba u, ze

(1) y=z4u;
co na mocy Definicji 2 pociagga za sobg
(2) u=y— =z
Prawo przemiennosci glosi, ze
rT+y=y+z

W oparciu o (1) ,y” po prawej stronie mozna zastapi¢ przez ,z + u”,
a wtedy otrzymamy:

(3) z4+y=(z+u)+u
Z drugiej strony, z Twierdzenia 9 wynika, ze
(4) z+ (x+u)=(2+u)+uz.

Ale poniewaz dwie liczby, rowne trzeciej liczbie, sa sobie réwne, to
(4) w zestawieniu z (3) daje:

(B) z+y=z+(z+u).

A poniewaz x +u i x4y sa liczbami (na mocy Aksjomatu 6), za ,.z”
i,y” w Definicji 2 mozemy podstawié¢ ,x + u” i o +y”. Wzor (5)
pokazuje, ze wowczas definiens jest spelniony, a zatem definiendum
musi réwniez zachodzié:

ztu=(r+y)— =

Jedli teraz w ostatnim réwnaniu na mocy (2) zastapimy ,u” przez
»y — 2", ostatecznie dojdziemy do:

r+(y—2)=(@+y) -z

q.e.d.
Na tym konczymy konstrukcje naszego fragmentu arytmetyki.
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Cwiczenia

1. Rozwazy¢ nastepujace trzy systemy, z ktorych kazdy sktada sie z
pewnego zbioru, dwéch relacji i jednego dziatania:

(a) zbiér wszystkich liczb, relacje < i >, dzialanie dodawania;
(b) zbiér wszystkich liczb, relacje < i >, dzialanie mnozenia;

(¢c) zbiér wszystkich liczb dodatnich, relacje < i >, dzialanie mno-
zenia.

Okresli¢ (na podstawie znanych praw arytmetyki), ktére z tych
systeméw sa modelami systemu Aksjomatéw 1-11 (por. § 37).

2. Wezmy pod uwage dowolng prosta, ktora bedziemy nazywaé osiag
liczbowa i niech punkty na tej prostej beda oznaczone literami ,, X",
Y7, Z7, ... Na osi liczbowej wybieramy staly punkt poczatkowy
O i pewien punkt jednostkowy J rézny od O. Niech teraz X 1Y
beda dwoma réznymi punktami na naszej prostej. Rozwazamy dwie
polproste, przy czym jedna zaczyna sie¢ w O i biegnie przez J, druga
za$ zaczyna sie w X i przechodzi przez Y. Powiemy, ze punkt X
poprzedza punkt Y, symbolicznie:

X <Y,

wtedy i tylko wtedy, gdy albo te dwie pdétproste sg identyczne, albo
gdy jedna z nich — wszystko jedno ktora — jest czeScia drugiej. W
tych samych okolicznos$ciach powiemy tez, ze punkt Y nastepuje po
punkcie X, co zapiszemy:

Y > X.

Punkt Z nazywamy sumg punktéw X i Y, jedli spelnia on nastepu-
jace warunki: (i) odcinek OX jest przystajacy do odcinka Y Z; (ii)
jesli O < X, toY < Z, lecz jesli O S X, toY S 7. Sume punktow

X 1Y oznaczamy przez:
[¢]

X +Y.

Stosujac prawa geometrii wykazaé, ze zbiér wszystkich punktow

[¢]
osi liczbowej (czyli sama oS liczbowa), relacje <1 > i dzialanie +
tworza model przyjetego przez nas systemu aksjomatycznego i ze sys-
tem ten ma dlatego interpretacje w geometrii.
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3. Bierzemy pod uwage cztery dziatania A, B, W i M, ktoére — po-
dobnie jak dodawanie — dwom dowolnym liczbom przyporzadkowuja
trzecia liczbe. Za wynik dziatania A na liczbach x i y zawsze uwazamy
liczbe x, za$ za wynik dzialania B — liczbe y:

rAy =z, zBy=y.
Symbolami ,xWy” lub ,xMy” oznaczamy te z dwoch liczb x i y,

ktora, odpowiednio, nie jest mniejsza lub wieksza od drugiej z nich,
inaczej mowiac
sWy=x i My =y w przypadku, gdy x > y;
sWy=y 1+ cMy=x w przypadku, gdy x <y.

Ktére z wlasnosci oméwionych w § 47 przystuguja kazdemu z tych
czterech dziatan? Cgzy zbidr wszystkich liczb jest grupa, w szczegdl-
nosci grupa abelowa ze wzgledu na ktores z tych dziatan?

4. Niech K bedzie klasa wszystkich zbioréw punktéow (lub wszystkich
konfiguracji geometrycznych). Czy dodawanie i mnozenie zbioréw
(zdefiniowane w §25) jest wykonalne, przemienne, laczne i odwra-
calne w klasie K7 Czy zatem klasa K jest grupa, a w szczegdlnosci
grupa abelowa ze wzgledu na ktéres z tych dziatan?

5. Wykaza¢ (na podstawie znanych praw arytmetyki), ze zbiér wszyst-
kich liczb nie jest grupa abelowa ze wzgledu na mnozenie, ale kazdy z
nastepujacych zbioréw jest grupa abelowa ze wzgledu na to dziatanie:

(a) zbidr wszystkich liczb réznych od 0;
(b) zbiér wszystkich liczb dodatnich;
(¢c) zbidr zlozony z dwoch liczb: 11 —1.

6. Rozwazy¢ zbiér Z zlozony z liczb 0 i 1, i niech dzialanie & na
elementach tego zbioru bedzie zdefiniowane nastepujacymi wzorami:

060=16461=0,
Ustalié, czy zbidr Z jest grupag abelowa ze wzgledu na dzialanie .

7. Rozwazy¢ zbiér Z ztozony z trzech liczb 0, 11 2. Zdefiniowaé dzia-
tanie @ na elementach tego zbioru tak, by zbiér Z byl grupa abelowa
ze wzgledu na to dziatanie.
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8. Udowodnié, ze zaden zbiér zlozony z dwoéch lub trzech réznych
liczb nie moze by¢ grupa abelowa ze wzgledu na dodawanie. Czy
istnieje zbior, ktéry sklada sie z jednej liczby i tworzy grupe abelowg
ze wzgledu na dodawanie?

9. Z Aksjomatéow 6-8 wyprowadzié nastepujace twierdzenia:
(@) 2+ (y+2)=(z+2z)+y;
(b) 24+ [y+(z+t)] =({t+y) + (x+2).

10. Ile wyrazen da sie otrzymac z kazdego podanego nizej wyrazenia,
jesli przeksztatcimy je wylacznie w oparciu o Aksjomaty 6-87

r++z), s+y+GE+)), z+{y+z+{E+u)]}
11. Sformulowaé ogdlna definicje lewostronnej monotonicznosci dzia-
tania binarnego D wzgledem (binarnej) relacji R.

12. Na podstawie przyjetych przez nas aksjomatéow i wyprowadzo-
nych z nich twierdzen udowodnié, ze dodawanie jest dziataniem mo-
notonicznym wzgledem kazdej z relacji #, <1 >.

13. Ustali¢ (w oparciu o znane prawa arytmetyki), czy mnozenie jest
dziataniem monotonicznym wzgledem kazdej z dwu relacji < i > w
nastepujacych zbiorach:

(a) w zbiorze wszystkich liczb,
(b) w zbiorze wszystkich liczb dodatnich,

(¢) w zbiorze wszystkich liczb ujemnych.

14. Ktore z dziatan zdefiniowanych w ¢éwiczeniu 3 sa monotoniczne
wzgledem innych relacji =, <, >, #, <i >7

15. Czy dodawanie i mnozenie klas jest monotoniczne wzgledem re-
lacji inkluzji? A wzgledem kazdej innej relacji miedzy klasami, ktére
omoéwilidmy w § 247

16. Z naszych aksjomatéw wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenie:

jesli r <y i z<t, to x+z<y-+t.
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b

W zdaniu tym zastapi¢ symbol ,,<” po kolei symbolami ,,>", =",
2 Z <7, ,,>" 1 zbadaé, ktére ze zdan otrzymanych w ten sposdb sg
prawdziwe.

17. Poda¢ przyklady zamknietych systemoéw twierdzen z zakresu
arytmetyki i geometrii.

18. Z naszych aksjomatéw wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenia:
(a) jesli x+x=y+vy, to x=y;

(b) jesli z+x<y+vy, to z<vy;

(c) jesli x+xz>y+y, to x>y.

Wskazowka. Udowodnié najpierw zdania odwrotne (wykorzystujac
wyniki z éwiczenia 16), po czym wykazaé, ze tworza one system za-
mkniety.

*19. Dowolne twierdzenie, ktore da sie wyprowadzi¢ z Aksjomatéw
6—9, mozna, oczywiscie, przenies¢ na dowolne grupy abelowe, gdyz
dana klasa K, ktéra tworzy grupe abelowa ze wzgledu na dziatanie
D, stanowi takze razem z tym dzialaniem model Aksjomatéw 6-9
(por. §§37 i 38).T Stosuje sie to w szczegélnoéci do Twierdzenia 11 (z
uwagi na drugi dowéd tego twierdzenia), my za$ mamy nastepujacy
ogdblny teoriogrupowy wynik:

kazda klasa K, ktora jest grupg abelowq ze wzgledu na dzialanie D,
spelnia nastepujocy warunek:
jesli xe K, ye K, z€ K, oraz xDy=xzDz, to y==z.

Podaé¢ dokladny dowdd tego twierdzenia.

Pokaza¢ tez, ze Twierdzenia (a) w ¢wiczeniu 18 nie da si¢ uogdlnié
na dowolne grupy abelowe, postugujac sie przyktadem klasy K i dzia-
tania D o nastepujacych wlasnosciach: (i) klasa K jest grupa abelowa
ze wzgledu na dzialanie D; (ii) istnieja dwa rézne elementy z i y klasy
K, dla ktérych Dz = yDy (por. éwiczenie 6). Wobec tego, czy da
si¢ wyprowadzi¢ Twierdzenie (a) z samych tylko Aksjomatéow 6-97

tRzecz jasna, Aksjomaty 6-9 w pelni charakteryzuja grupy abelowe, wobec
czego mozna obostrzy¢ stwierdzenie w tym ¢wiczeniu powotujac sie na nastepujaca
(metodologiczna) definicje: Mdéwimy, ze zbidr K jest (lub tworzy) grupg abelowq
ze wzgledu na dziatanie D wtedy i tylko wtedy, gdy K @ D wspdlnie stanowig model
Aksjomatow 6-9. Kilka ¢wiczenr w tym rozdziale faktycznie wykorzystuje te defi-
nicje.
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20. Przeksztalci¢ dowdd Twierdzenia 14 w taki sposéb, by pasowal on
do schematu naszkicowanego w § 49 w zwiazku z pierwszym dowodem
Twierdzenia 11.

21. Czy mozemy powiedzie¢, ze dzielenie jest dzialaniem odwrotnym
wzgledem mnozenia w zbiorze wszystkich liczb?

22. Czy dla dzialan wymienionych w éwiczeniach 3 i 4 istnieja dzia-
lania odwrotne (odpowiednio, w zbiorze wszystkich liczb i w klasie
wszystkich konfiguracji geometrycznych)?

23. Jakie dziatania sa lewostronnym i prawostronnym odwrdceniem
odejmowania (w zbiorze wszystkich liczb)?

*24. W § 53 podaliémy przyktadowo definicje symbolu ,,0”. Aby mieé
pewnoéé, ze definicja ta nie prowadzi do sprzecznosci, nalezy najpierw
ustali¢ nastepujace twierdzenie:

Istnieje doktadnie jedna taka liczba x, Ze dla dowolnej liczby vy,
mamy: Y+ =y.

Udowodni¢ to twierdzenie tylko na podstawie Aksjomatow 6-9.

25. Sformutowaé¢ zdania, ktore wyrazalyby, ze odejmowanie jest
wykonalne, przemienne, taczne, prawo- i lewostronnie odwracalne,
prawo- i lewostronnie monotoniczne wzgledem relacji mniejszosci.
Ktére z tych zdan sa prawdziwe? Udowodnié je, w oparciu o na-
sze aksjomaty i Definicje 2 z § 52.

26. Wyprowadzi¢ nastepujace twierdzenia z naszych aksjomatéw i
Definicji 2:

(@) 2= (y+2)=(r—y)—2z

(b) 2—=(y—2)=(-y +2

(€ v+y=z—[(r—y) -]

*27. W oparciu o prawo wykonalnoéci dla odejmowania i Twierdzenie
(c) z poprzedniego ¢wiczenia udowodnié nastepujace twierdzenie:

Na to, by zbior liczb K byl grupg abelowq ze wzgledu
na dodawanie, potrzeba i wystarcza, by rézinica do-
wolnych dwdch liczb, naleZgecych do zbioru K, byla
rowniez elementem zbioru K (czyli, by wzory x € K
iy € K zawsze pociggaly za sobg x —y € K.)
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Korzystajac z tego twierdzenia wskazaé przyktady zbioréw liczb,
bedacych grupami abelowymi ze wzgledu na dodawanie.

28. Za pomoca symboli logicznych zapisa¢ wszystkie aksjomaty, de-
finicje i twierdzenia podane w ostatnich dwéch rozdziatach.
Wskazéwka. Twierdzenie 15 nalezy najpierw przeksztalci¢ do postaci
rownowaznej tak, by wyeliminowaé¢ kwantyfikatory liczbowe zgodnie
z objasnieniami w § 20.

*29. Za pomocg symboli logicznych zapisa¢ wzory, ktére wyrazaja
warunek, ze dana klasa K jest grupa abelowsg ze wzgledu na dziatanie
D (zgodnie z definicja podana w § 47). Ponadto rozwazy¢ nastepujace
trzy wzory:

(a) Voyl(r e KNy € K) — 2Dy € K].
(b) Vay:l(zre KNye KANze K)— (xDy)Dz = x2D(yDz)).
(c) Vayllre KANye K) — 3.(2 € K ANz =yDz ANz = zDy)].

Sprobowaé wykazaéd, ze wzory te przedstawiaja réwnowazng definicje
pojecia grupy abelowej; innymi stowy, sprobowaé¢ wykazaé, ze stano-
wia one (razem wziete) konieczny i wystarczajacy warunek stusznosci
nastepujacego zdania:

klasa K jest grupg abelowq ze wzgledu na dziatanie D.
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IX

Rozwazania metodologiczne
dotyczace skonstruowanej teorii

855 Eliminacja zbytecznych aksjomatéw
z pierwotnego systemu aksjomatycznego

W poprzednich dwéch rozdziatach naszkicowaliSmy podstawy ele-
mentarnej teorii matematycznej, bedacej fragmentem arytmetyki. W
tym rozdziale przejdziemy do rozwazan metodologicznych, przy czym
najpierw zajmiemy sie systemem aksjomatéw oraz termindéw pierwot-
nych, na ktérych opiera sie owa teoria.

Wyjdziemy od konkretnych przyktadow, ilustrujacych rozwazania
z §39; przykltady te dotycza takich zagadnien jak dowolno$é¢ wyboru
aksjomatéw i terminéw pierwotnych, mozliwo$¢ pominiecia zbytecz-
nych aksjomatow itp.

* ok %

Zacznijmy od pytania, czy nasz system Aksjomatéw 1-11 — be-
dziemy nazywali go krétko SYSTEMEM A — nie zawiera przypadkiem
zbednych aksjomatéw, to znaczy, czy ktéregokolwiek z jego aksjoma-
tow nie da si¢ wyprowadzi¢ z pozostatych. Od razu widzimy, ze latwo
odpowiedzieé¢ na to pytanie i, co wiecej, odpowiedzie¢ twierdzaco. W
rzeczy samej:

Trzy aksjomaty Systemu A, mianowicie, jeden z Aksjoma-
tow 45, Aksjomat 6 oraz jeden z Aksjomatow 10-11, dajg
ste wyprowadzi¢ z pozostatych aksjomatow.
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Dowod. Wykazemy najpierw, ze

Aksjomaty 4 i 5 dajg sie wyprowadzic jeden z dru-
giego za pomocqg Aksjomatow 1-3.

@

Zauwazmy, ze dowod Twierdzenia 3 opierat si¢ wytacznie — w sposéb
bezposredni lub posredni — na Aksjomatach 1-3. Wszelako, majac
do dyspozycji Twierdzenie 3, mozemy z Aksjomatu 5 wyprowadzié
Aksjomat 4 (lub na odwrét), rozumujac nastepujaco:

Jedli
T>Yy 1 Y>> 2,
to na mocy Twierdzenia 3
y<z 1 2<Yy;

stosujac zatem Aksjomat 4 (w ktérym ,z” zastapiliémy przez ,,z”, a
w2 przez ,x”), otrzymujemy:

z <z,
a to, znowu na mocy Twierdzenia 3, pociaga za soba:
T >z,
czyli teze Aksjomatu 5.
W podobny sposéb mozna pokazad, ze:

(11) Aksjomaty 10 i 11 dajg sie wyprowadzié jeden z
drugiego za pomocqg Aksjomatéow 1-3 i 6.

I wreszcie:

(ITIT)  Aksjomat 6 daje sie wyprowadzi¢ z Aksjomatéow 7-9.

*Dowdd ostatniego twierdzenia nie nalezy do prostych i przypo-
mina drugi dowéd Twierdzenia 11. Dane sa dwie dowolne liczby z
i y; stosujac czterokrotnie Aksjomat 9, wprowadzamy kolejno czte-
ry nowe liczby u, w, z oraz v tak, by zostaly spelnione nastepujace
Wzory:

(1) y=y+u,
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(2) u=z+w,
3) y=w+z,
4) z=y+w.

Ze wzgledu na prawo przemiennosci z (1) wynika, ze
y=u+y;

zestawiajac to rownanie z (4), podobnie jak w dowodzie Twierdzenia
11, oraz stosujac prawo tacznosci, otrzymujemy:
(5) z=u-+z.
Stad za$, wobec (2), dostajemy:

z=(r4+w)+ 2,
i dalej, na mocy prawa tacznosci, dochodzimy do wzoru:

z=x+ (w+ 2),
z ktorego, wobec (3), wynika:

(6) z=x+vy.

W ten sposéb pokazalismy, ze dla dowolnych dwoch liczb x i y istnieje
liczba z, dla ktérej zachodzi wzér (6), a to wlasnie jest trescia Aksjo-
matu 6.7

Mozna jeszcze dodaé, ze naszkicowane powyzej rozumowanie sto-
suje sie nie tylko do dodawania, lecz — zgodnie z ogélnymi uwagami w
68371 38 — réwniez do kazdego innego dzialania; dziatanie D, ktore
jest przemienne, taczne i prawostronnie odwracalne w klasie K, jest
réwniez wykonalne w tej klasie, zatem klasa K tworzy grupe abelowg
ze wzgledu na dzialanie D (por.§47).*

X ok Xk

tWhikliwy czytelnik zauwazy, ze do powyzszego wyprowadzenia Aksjomatu 6
prawo przemiennosci nalezaloby interpretowaé nastepujaco: Jesli x+y € K, gdzie
K jest dziedzing teorii, to rowniez y+x € K, przy czym oba te elementy sq réwne.
Podobnie rzecz si¢ ma z prawem lacznosci (por. takze ods. na str. 185.) — Dodajmy,
ze mozliwos¢ wyprowadzenia Aksjomatu 6 nie powinna dziwi¢. Wskazywano na
nig juz w éwiczeniach 26 i *27 w rozdziale VIIL.
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Pokazaliémy, ze System A zawiera co najmniej trzy zbyteczne
aksjomaty, ktére mozna pominaé. Wobec tego System A wolno za-
stapi¢ systemem nastepujacych osmiu aksjomatéw:

AksJoMAT 1) Dia dowolnych liczb x iy mamy: = =y lub
<y lub x>uy.

Axsiomat 2. Jedli x <y, to y < x.

AxssomaT 3W . Jesli x>y, to y F x.

AxsioMAT 40 Jesli x <y i y<z, to x< =z

AxksiomaT 5.z 4y =y + .

AksJOMAT 6. 2 + (y +2) = (x +y) + 2.

AKsIOMAT 7M. Dia dowolnych liczb x i y istnieje taka liczba
z, ze T=9Y+ 2.

AKSIJOMAT 8 Jedli y <z, to z+y<z+ 2.

Bedziemy go nazywaé SYSTEMEM A, Twierdzimy teraz, zeff:
Systemy A i AV sq réwnowazne.

W poréwnaniu z pierwotnym systemem nowy uproszczony sy-
stem posiada pewne braki, zaréwno z estetycznego jak dydaktyczne-
go punktu widzenia. Nie jest juz symetryczny wzgledem obu symboli
pierwotnych ,<” i ,,>"; pewne wlasnosci relacji mniejszosci przyjmuje
sie bez dowodu, podczas gdy analogiczne wtasnosci relacji wiekszosci
nalezy najpierw udowodni¢. W systemie tym odczuwa si¢ tez brak
Aksjomatu 6, ktéry jest bardzo elementarny i intuicyjnie oczywisty,
za$ jego wyprowadzenie z aksjomatéw Systemu A1) moze nastreczy¢
czytelnikowi pewne trudnosci.

856 Niezaleznos$¢ aksjomatéow systemu uproszczonego

Rodzi sie teraz pytanie, czy w sklad Systemu A1 wchodzy jeszcze
jakie$ inne zbyteczne aksjomaty. Okazuje sie, ze nie:

"7 §39 pamietamy, ze sa dwa analogiczne rodzaje réwnowaznosci: pod wzgle-
dem Srodkéw dowodu i pod wzgledem $rodkow wyrazu. W obecnym rozdziale termin
STownowazno$® odnosi si¢ do pierwszego rodzaju (z wyjatkiem fragmentu w § 58
i w éwiczeniu 16); owe okreslenia uscislajace beda tu pomijane.
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AW jest systemem aksjomatéw wzajemnie niezaleznych.

Do ustalenia sformulowanego powyzej metodologicznego stwier-
dzenia mozemy postuzyé¢ sie metoda dowodzenia przez interpretacje,
ktoéra jest analogiczna do metody dowodzenia przez wskazanie modelu
(vide: §§37 1 38).

Mamy pokazaé, ze zaden z aksjomatéw Systemu A1) nie daje sie
wyprowadzi¢ z pozostalych aksjomatow tego systemu. Ograniczymy
sie tu dla przyktadu do Aksjomatu 2(V). Przypusémy, ze wszedzie
w aksjomatach Systemu A®Y symbol ,,<” zastapimy symbolem ,<”,
niczego innego poza tym nie zmieniajac. Przeksztalcone aksjomaty, z
wyjatkiem Aksjomatu 2(), zachowuja stusznoéé; dokladniej, Aksjo-
maty 31, 5D 61§ 7(1) pozostaja niezmienione, poniewaz nie za-
wieraja symbolu ,<”, za$ z aksjomatéw 1), 4 1 8(1) yzyskamy
pewne twierdzenia arytmetyczne, ktérych dowody, przeprowadzone w
oparciu o System A lub A®)| oraz definicje symbolu ,,<” (por. § 46),
nie przedstawiaja zadnych trudnosci. Mozemy wiec powiedzie¢, ze
zbiér wszystkich liczb R, relacje < i > oraz dzialanie dodawania
tworza model Aksjomatéw 1) i 3()-8(M): ponadto nasze rozumo-
wanie pokazuje wprost, ze system tych siedmiu aksjomatéw znalazt
nowg interpretacje na gruncie arytmetyki. 7 drugiej strony, zdanie
otrzymane przez przeksztalcenie Aksjomatu 2(1) jest falszywe, latwo
bowiem udowodni¢ w arytmetyce negacje tego zdania. Wzér:

<y
nie zawsze wylacza, ze
y=uz,
gdyz istniejg liczby x i y, ktére rownoczeénie spelniaja obie nieréw-
nosci:
r<yiy<wc

(rzecz jasna, zachodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy z i y sa réwne).'
Skoro zatem wierzymy w niesprzecznos$¢ arytmetyki (por. §41), mu-
simy zgodzi¢ sie z faktem, ze zdanie otrzymane z Aksjomatu 2(1)

TPrzyjrzyjmy sie doktadniej przytoczonemu tu dowodowi. Wchodzi don prze-
ksztalcony Aksjomat 2<1), ktéory mozemy wyrazi¢ w schematycznej postaci: dla
dowolnych x iy, (...). W rzeczy samej, zaprzeczyliSmy mu, pokazujac, ze: istniejg
takie x 1y, ze [~ (...)]. Stwierdzenie, ze te dwa zdania wzajemnie sobie przeczg z
pewnoscia zgadza sie z naszg intuicja, a wynika ono z nastepujacej réwnowaznosci,
ktorg zapisujemy za pomocg symboli:

~ V(o) < Fayl~ ()]
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nie jest twierdzeniem nalezacym do tej dyscypliny. Z tego za$ wyni-
ka, ze Aksjomat 2(Y) nie da sic wyprowadzié¢ z pozostalych aksjoma-
téw Systemu A, w przeciwnym bowiem razie aksjomat ten bylby
stuszny w dowolnej interpretacji, w ktorej stuszne sa inne aksjomaty
(por. analogiczne rozwazania w §37).

Prowadzac rozumowanie tg metoda, stosujac jednak inne interpre-
tacje lub modele, mozemy otrzymaé¢ analogiczny wynik dla kazdego
z pozostalych aksjomatéw.tt

*QOgolnie rzecz biorac, mozna powiedzieé, ze metoda dowodu przez
interpretacje sprowadza sie do pokazania, ze jakies szczegdlne zdanie
A nie wynika z pewnego systemu zdan S (ktére moga by¢ aksjoma-
tami lub nie) danej teorii dedukcyjnej. W tym celu rozwazamy do-
wolng teorie dedukcyjna 7 (o ktérej przyjmujemy, ze jest niesprzecz-
na; poza tym 7 moze byé¢ ta sama teorig, do ktorej nalezg prawa
systemu §). Nastepnie probujemy znalezé taka interpretacje syste-
mu S w obrebie tej teorii, by nie samo zdanie A, lecz jego negacja
stala sie jej twierdzeniem (ewentualnie aksjomatem). Jesli nam sie to
uda, mozemy powotaé sie na prawo dedukcji. Jak wiemy z § 38, glosi
ono, ze jesli zdanie A da sie wyprowadzié z praw systemu S, to zdanie
to pozostaje stuszne dla dowolnej interpretacji tego systemu. Wobec
tego sam fakt istnienia takiej interpretacji w S, gdzie A nie jest stusz-
ne, dowodzitby, ze takiego zdania nie da sie wyprowadzi¢ z systemu
S. — Wréémy teraz do warunku niesprzecznosci i sformutujmy nasz
wniosek z wieksza doktadnodcia:

Mamy tu faktycznie przyktad prawa logiki rachunku predykatéw. O tym dziale
logiki, jak pamietamy, wspomnieliSmy krétko w § 20. (Zauwazmy réwniez, ze ana-
logiczne rownowaznosci zaktadaliSmy domys$lnie w dowodach nie wprost w roz-
dziatach VII i VIIL.)

T Chcieliby$émy wyjasni¢, jak dowéd ten ma sie do dowodu przez wskazanie
modelu. W powyzszym przykladzie mamy jakby wszystkie sktadniki potrzebne
do przeprowadzenia dowodu przez wskazanie modelu. Problem komplikuje jed-
nak fakt, ze zbidr liczb rzeczywistych jest nieskonczony, a w przypadku modeli
nieskonczonych mozemy trafi¢é na pewne dos¢ zawile pytania o niesprzecznosé.
Inny sposéb polega na trzymaniu sie badanej teorii i rozwazaniu raczej interpre-
tacji niz modelu. W takim podejsciu kwestia niesprzecznosci okazuje sie pojeciowo
prostsza; por.dyskusja nizej. (Oczywiscie, mimo to moga sie¢ pojawié¢ problemy
wcale nie trywialne.) — Wszelako pewne dowody niezaleznosci nakreslone w éwi-
czeniach opieraja sie na prostych (i skoriczonych) modelach, dla ktérych interpre-
tacji, jak tych w obrebie arytmetyki, mozna nie bra¢ pod uwage.
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jesli teoria T jest niesprzeczna, to zdania A nie da sie wyprowadzicé
z praw systemu S.

Latwo zobaczyé, dlaczego musimy zawrzeé zalozenie o niesprzeczno-
$ci teorii 7. W przeciwnym bowiem razie teoria 7 wsrod aksjomatéw
i twierdzen zawieralaby dwa zdania sprzeczne i z faktu, ze 7 obej-
muje negacje A nie moglibyémy wyciagnaé¢ wniosku, ze teoria ta nie
obejmuje samego A (czy raczej, interpretacji A); w ten sposéb nasze
rozumowanie upadioby.

Aby na tej drodze dowie$é¢ niezaleznosci danego systemu aksjo-
matycznego, opisang metode nalezy stosowaé tyle razy, ile aksjoma-
tow zawiera dany system; za zdanie A przyjmujemy po kolei kaz-
dy aksjomat, do & za$ zaliczamy pozostate aksjomaty rozwazanego
systemu.*

857 Eliminacja zbytecznego terminu pierwotnego
prowadzaca do uproszczenia systemu
aksjomatycznego; pojecie grupy abelowej
uporzadkowanej

Powréémy jeszcze raz do systemu aksjomatéw A, Skoro jest on
niezalezny, nie da si¢ go uprosci¢ poprzez znalezienie, a nastepnie
wyeliminowanie zbytecznego aksjomatu. Niemniej, uproszczenia te-
go mozemy dokonaé w inny sposéb. Okazuje sie bowiem, ze terminy
pierwotne Systemu A() nie sa wzajemnie niezalezne. Mozna skreglié
z listy terminéw pierwotnych jeden z dwdch symboli — ,,<” lub ,,>”"—
a potem zdefiniowaé jeden za pomocg drugiego. Widaé¢ to z Twier-
dzenia 3; twierdzenie to jest tak sformulowane, ze mozna je uznaé
za definicje symbolu ,,>" w oparciu o symbol ,,<”, a po zamienieniu
w nim stron rownowaznoéci — za definicje symbolu ,<” w oparciu
o ,>". (Przy takiej interpretacji nalezy twierdzenie to poprzedzié
stlowami ,mowimy, Ze”; por.§11.) Z heurystycznego punktu widze-
nia tego rodzaju redukcja terminéw pierwotnych mogtaby wywotaé
sprzeciw; terminy ,,<” i ,>" maja réwnie jasne znaczenie, a relacje,
nimi oznaczone, posiadaja zupelnie analogiczne wlasnosci. Trakto-
wanie wiec jednego z nich, jako zrozumialego samego przez sig, i de-
finiowanie drugiego w oparciu o pierwszy wydaje sie nieco sztuczne.
Argumenty te nie sg jednak przekonujace.

% kX
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Jedli teraz odrzucimy powyzsze sprzeciwy i postanowimy skresli¢
jeden z omawianych symboli z listy terminéw pierwotnych, staniemy
przed zadaniem takiego przeksztalcenia naszego systemu aksjoma-
tycznego, by nie pojawil sie w nim zaden zdefiniowany termin (na-
wiasem méwiac, ten postulat metodologiczny w praktyce jest czesto
ignorowany — w geometrii zwlaszcza dla osiagniecia wiekszej prostoty
i przejrzystosci aksjomaty zazwyczaj formutuje si¢ za pomoca termi-
néw zdefiniowanych.) Zadanie to nie nastrecza zadnych trudnosci.
W systemie aksjomatycznym A1) zastepujemy po prostu kazdy wzér
typu:

x>y

odpowiednim wzorem:
y<ux

ktory — na mocy Twierdzenia 3 — jest mu réwnowazny. Latwo zoba-
czyé, e po takim przeksztalceniu Aksjomat 1 (lub 1)) da sie zasta-
pi¢ prawem spojnosci, czyli Twierdzeniem 4, gdyz kazde z tych zdan
wynika z drugiego na podstawie ogdlnych praw logicznych (doktad-
nie rzecz biorac, jesli pominiemy kwantyfikatory ogdlne, to potrzebne
sa tylko pewne prawa rachunku zdan); co wiecej, Aksjomat 3 staje
sie zwyklym podstawieniem Aksjomatu 2, a wiec mozna go catkiem
ominaé. W ten sposéb dochodzimy do systemu ztozonego z nastepu-
jacych siedmiu aksjomatdw:

AKSIOMAT 13, Jesli x4y, to v <y lub y<x.
AKSIOMAT 2). Jesli = <y, to y < .
AKSIOMAT 33, Jesli x <y i y<z, to x<z.
AKSIOMAT 42, 2 4y =y + .

AKSIOMAT 5.z + (y + 2) = (v + y) + 2.

AKSIOMAT 6. Dla dowolnych liczb x iy istnieje taka liczba
z,2ex =Y+ z.

AKSIOMAT 73, Jesli y < z, to v+y<z+ 2.

Ten system aksjomatyczny — nazwijmy go SYSTEMEM A3 — oka-
zuje sie wiec réwnowazny kazdemu z dwu poprzednich systeméw, A i
AWM Méwige tak popelniamy jednak pewna niedcistosé, bowiem nie
da sie wyprowadzi¢ z aksjomatéw Systemu A2 tych zdan Systemu A
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lub AW ktére zawieraja symbol ,,>”, o ile nie rozszerzymy Systemu
A® o definicje tego symbolu. Jak wiemy, definicji tej mozna nadaé
nastepujaca postac:

DEFINICIA 13, Méwimy, ze x>y wtedy i tylko wtedy, gdy y < .

Wiemy tez, ze na gruncie Systemu A lub A potrafimy udowod-
ni¢ przytoczone powyzej zdanie, pod warunkiem, ze potraktujemy je
nie jako definicje lecz zwykle twierdzenie (czyli pominiemy poczatko-
wy zwrot , Mowimy, ze¢”). Wobec tego fakt wzajemnej réownowaznosci
obu systemoéw oraz systemu rozszerzonego mozna sformutowaé naste-
pujaco:

System A® wraz z Definicjg 1@ jest réwnowazny kazdemu z
Systemow A i AD.

Podobna ostroznos¢ w sformutowaniach nalezy zachowaé za kazdym
razem, gdy poréwnujemy dwa systemy aksjomatyczne, ktére wyda-
ja sie réwnowazne, ale zawieraja — chocby tylko czeSciowo — rézne
terminy pierwotne.
k) ok ok

System aksjomatyczny A3 wyroznia sie uderzajaca prostota
struktury. Pierwsze trzy aksjomaty dotycza relacji mniejszosci, a
lacznie stwierdzaja, ze zbiér R jest uporzadkowany ze wzgledu na
te relacje. Nastepne trzy aksjomaty odnoszg sie do dodawania i
stwierdzaja, ze zbior R jest grupa abelowa ze wzgledu na dodawanie.
Wreszcie ostatni aksjomat — prawo monotonicznosci — ustala zwia-
zek miedzy relacja mniejszosci a dziataniem dodawania. Strukture
te da sie opisa¢ ogdlnie: o klasie K méwimy, ze jest UPORZADKO-
WANA GRUPA ABELOWA ZE WZGLEDU NA RELACJE R 1 DZIALANIE
D, o ile (i) klasa K jest uporzadkowana przez relacje R, (ii) klasa
K jest grupa abelowa ze wzgledu na dziatanie D, (iii) dzialanie D
jest monotoniczne w klasie K ze wzgledu na relacje R. Zgodnie z
ta terminologia mozemy teraz powiedzieé, ze system aksjomatyczny
A@) charakteryzuje zbidr liczb jako uporzedkowang grupe abelowg ze
wzgledu na relacje mniejszoéci i dziatanie dodawania.

X ok ok

Mozna ustali¢ nastepujacy fakt odno$nie Systemu A®):

System AP jest niezaleznym systemem aksjomatycanym,
a ponadto jego trzy terminy pierwotne, mianowicie ,R”,
»<" 1,47 sq¢ wzajemnie niezalezne.
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Pominiemy tu dowod tego twierdzenia. Zaznaczymy jedynie, ze
dla ustalenia wzajemnej niezaleznosci termindéw pierwotnych mozna
zastosowaé ponownie metode dowodu przez interpretacje. W tym
przypadku metoda ta przybiera bardziej skomplikowana postaé, a
brak miejsca uniemozliwia nam podanie potrzebnych do tego celu
modyfikacji.

8§58 Dalsze uproszczenie systemu
aksjomatycznego; mozliwe przeksztatcenia
systemu terminéw pierwotnych

Oczywiscie mozna znalezé wiele systeméw aksjomatycznych réwno-
waznych Systemowi A®). Podamy tu szczegblnie prosty przyklad
takiego systemu, ktéry nazwiemy SYSTEMEM A®) i ktéry zawiera te
same terminy pierwotne, co A2, Sklada sie on tylko z pieciu praw:

AKSIOMAT 1B). Jesli x#y, to z <y lub y < .
AKSIOMAT 28). Jesli = <y, to y < x.
AKSIOMAT 33, 2 + (y+2) = (v 4 2) + y.

AksIOMAT 43, Dla dowolnych liczb = i y istnieje taka liczba
z,2e T=9Y+ 2.

AKSIOMAT 5B). Jedli x+z<y+t, to x <y lub z<t.
Pokazemy teraz, ze

Systemy AP i A®) sq réwnowazne.

Dowdd. Widzimy przede wszystkim, ze kazdy aksjomat Systemu A®)
jest albo zawarty w Systemie A (Aksjomat 2(3) pokrywa sie z Ak-
sjomatem 2, za$ Aksjomat 4®) — z Aksjomatem 9), albo zostal udo-
wodniony na gruncie tego systemu (Aksjomaty 1(3), 30) 53 jako
Twierdzenia, odpowiednio, 4, 9 i 14). Ale poniewaz systemy aksjo-
matyczne A i AP sy — jak wiemy z §57 — réwnowazne (wszakze
Definicje 1 wolno nam zawsze doda¢ do Systemu A(2)), mozemy
powiedzieé, ze wszystkie zdania Systemu A®) daja sie udowodnié na
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gruncie Systemu A® .1 Pozostaje wyprowadzi¢ z aksjomatéw Syste-
mu A® te prawa Systemu A®, ktérych nie ma w A®), mianowicie
Aksjomaty 32, 4@ 52 i 7). Zadanie to nie jest wecale proste.

*Zaczniemy od Aksjomatéw 4(2) i 52),

0 Aksjomat 42 daje sie wyprowadzi¢ z aksjo-
matéw Systemu A®.

Do dowolnych dwéch liczb z i y mozemy zastosowaé Aksjomat 4(3)
(w ktérym za ,,y” podstawiamy ,z” i na odwrét). Istnieje zatem taka
liczba z, ze
(1) y=2x+z.

Jesli w Aksjomacie 3(®) zastapimy teraz ,y” przez ,x”, otrzymamy:

(2) r+(x+2)=(r+2)+z.

Wobec (1) ,,z + z” wolno nam tutaj zastapi¢ po obu stronach przez
L,y i dojdziemy do Aksjomatu 4(2):

r+y=y+z

(11) Aksjomat 53 daje sie wyprowadzi¢ z aksjo-
matéw Systemu A®).

tDokladniej sytuacje te mozna opisaé nastepujaco. System A(B)7 kiedy go roz-
szerzymy przylaczajac Definicje 1), staje sie réwnowazny Systemowi A. Mozna
jednakze pokazaé (za pomoca technik nalezacych do dziedziny metamatematyki),
ze kazdy — otrzymany z takiego rozszerzonego systemu — wynik, ktéry nie za-
wiera symbolu ,>”, da sie tez otrzymaé z samego tylko Systemu A®| bez uzycia
Definicji 1. Poniewaz wszystkie prawa Systemu A®) zostaly wydedukowane z
Systemu A, dochodzimy do wniosku (na podstawie réwnowaznosci), ze da sie je
réwniez wydedukowaé z rozszerzonego systemu, a zatem (w $wietle powyzszych
uwag) — z Systemu A® . — Czytelnikowi, ktéry chcialby sprawdzié ostatni wnio-
sek elementarnymi $rodkami, radzimy przeanalizowaé¢ powyzsze wyprowadzenie
krok po kroku, by przekonaé sie, ze w kazdym z tych przypadkéw definicje mozna
pominaé.
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W rzeczy samej, z Aksjomatu 3 otrzymujemy (przez podstawie-
nie ,y” za ,,2” i odwrotnie):

r+(z+y)=(z+y)+ 2

na mocy wyprowadzonego juz w (I) prawa przemiennosci wolno nam
tu zastapi¢ .,z + y” przez ,y + 2”7, w wyniku czego otrzymujemy
Aksjomat 52):

r+(y+z)=(r+y) +z

Aby ulatwi¢ sobie wyprowadzenie Aksjomatéw 3(2) i 72)| pokaze-
my najpierw, jak mozna uzasadnié¢ na gruncie Systemu A®) niektére
aksjomaty i twierdzenia podane w poprzednich rozdziatach.

(1) Aksjomat 6 daje sie wyprowadzié¢ z aksjoma-
téw Systemu A®).

Istotnie, w § 55 widzieliSmy, ze Aksjomat 6 daje sie¢ wydedukowaé

z Aksjomatéw 7, 81 9. Aksjomaty 71 8 pokrywaja sie z Aksjomatami

4@ 1 52 a zatem — na mocy (I) i (I) — mozna je wyprowadzi¢ z

aksjomatéw Systemu A®). Natomiast Aksjomat 9 wystepuje jako

Aksjomat 4(3) w Systemie A®). Tak wiec Aksjomat 6 jest wnioskiem
z aksjomatéw Systemu A®).

(V) Twierdzenie 11 daje sie wyprowadzié¢ z aksjoma-
téw Systemu AB) .

W drugim dowodzie Twierdzenia 11, podanym w § 49, opieraliSmy
sie wylacznie na Aksjomatach 7, 81 9. Twierdzenie 11 daje si¢ wiec
wyprowadzi¢ z aksjomatéw Systemu A®) na tej samej podstawie co
Aksjomat 6; patrz (III).

(V) Twierdzenie 1 daje sie wyprowadzi¢ z aksjomatow
Systemu A®).
Wystarczy zauwazy¢, ze dowdéd Twierdzenia 1, podany w §44,
opiera sie wylacznie na Aksjomacie 2, ktéry z kolei pokrywa sie z
Aksjomatem 2(3) Systemu A®),

Twierdzenie 12 daje sie wyprowadzié z aksjoma-

(VI) téw Systemu A®.
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Przyjmijmy zalozenie Twierdzenia 12:
rT+y<x+z
zastosujmy Aksjomat 5(3), zastepujac w nim 2”7, .47 i ,t” odpowied-
nio przez ,y”, ,x” i ,2”. Wynika z tego, ze musi zachodzi¢ jeden ze
WZOrOw:

r<x lub y<z

pierwszy odrzucamy, gdyz jest on sprzeczny z Twierdzeniem 1, ktére
wyprowadzilismy juz z Systemu A®) — por. (V). Wobec tego otrzy-
mujemy teze Twierdzenia 12:

y <z

Aksjomat 3?) daje sie wyprowadzié z aksjo-
(VII)
matéw Systemu A®).

Przyjmijmy zalozenie Aksjomatu 3(2), czyli wzory:

(1) T <y
oraz
(2) y < z.

Na mocy wyprowadzonego juz Aksjomatu 6, por. (III), istnieja dwie
liczby y + z i y + z. GdybysSmy mieli:

y+r=y+z,
to z wyprowadzonego juz w (IV) Twierdzenia 11 wynikaloby, ze
T =z

Wtedy w (1) ,,2” moglibySmy zastapié¢ przez ,,z”, co doprowadzitoby
do:
z <.

Nier6wno$¢ ta jest sprzeczna z (2) na mocy Aksjomatu 23) i dlatego
musimy ja odrzuci¢. Tak wigc mamy:

(3) y+ax£y+z
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Poniewaz y + x 1 y + 2z sa liczbami, to na podstawie (3) i w opar-
ciu o Aksjomat 1) wolno nam sadzié, ze musi zachodzié¢ jeden z
nastepujacych przypadkéw:

(4) ytrx<yt+z lub y+z<y+x.

Rozwazmy drugi z wzoréw (4), w ktérym na mocy wyprowadzonego
juz Aksjomatu 432 mozemy zastapi¢ ,y + 2”7 przez ,z + y”. Docho-
dzimy wéwczas do:

y+z<z+y.

Do tego wzoru stosujemy Aksjomat 53, w ktérym zastepujemy ,,z”

i,t” przez ,y”, .y’ za$ — przez ,x”. W ten sposéb otrzymujemy

nastepujaca teze:
y<z lub z <uy.

Wynik ten trzeba jednak odrzucié, gdyz (wobec Aksjomatu 2(3)) prze-
czy on wzorom (1) i (2), ktére stanowia zalozenie Aksjomatu 3(2).
Wracamy wobec tego do pierwszego wzoru w (4) i stosujemy Twier-
dzenie 12, o ktérym z (VI) wiemy, ze daje sie wyprowadzi¢ (i w kt6-
rym ,x” zastepujemy przez ,y” i na odwrot); tak wiec otrzymujemy:

T <z,

czyli teze Aksjomatu 3(2).

(VIII) Aksjomat 7?) daje sie wyprowadzi¢ z aksjo-
matéw Systemu A®).

Postepowanie tutaj jest zblizone do poprzedniego, choé¢ niewatpli-
wie prostsze. Przyjmujemy zalozenie Aksjomatu 7(2):

(1) y < z.

Gdyby:
rT+y=x+z,
to z Twierdzenia 11 mieliby$my, ze
Y=z
wobec czego moglibySmy zastapi¢ w (1) ,y” przez ,2z” i doj$¢ do
sprzecznosci z Twierdzeniem 1, wyprowadzonym w (V). Zatem:

Tty £T+z,
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skad na mocy Aksjomatu 1) :
(2) r+y<z+z lub x+z<z+y.

Do tego miejsca wyprowadzenie to bardzo przypomina poprzednie.
Teraz do drugiej nieréwnosci stosujemy Twierdzenie 12 i otrzymu-
jemy:

z <Yy,

nieréwnosé ta jednak w mysl Aksjomatu 2 przeczy naszemu zalo-
zeniu (1). Wobec tego musimy przyjaé pierwsza nieréwnosé z (2):

rt+y<x+z,

a to wlasnie jest teza Aksjomatu 7(2) *

Zobaczylismy wiec, ze wszystkie zdania Systemu A®) wynikaja z
Systemu A®) i na odwrét; ustaliliémy zatem, ze dwa systemy aksjo-
matyczne, A® i A®) sy réwnowazne.

* ok %

System A®) jest niewatpliwie prostszy od Systemu A®?), a jeszcze
bardziej od Systeméw A i A1), Szczegblnie pouczajace jest poréw-
nanie systeméw A i A®); w wyniku kolejnych redukcji pierwotna
liczba aksjomatow zmniejszyta sie przeszlo dwukrotnie. Z drugiej
strony, nalezy zaznaczy¢, ze pewne zdania Systemu A®) (konkretnie,
Aksjomaty 3G i 5(4)) maja mniej naturalng postaé¢ i nie sa proste
w poréwnaniu z aksjomatami z innych systeméw, za§ dowody kilku
twierdzen, nawet najbardziej elementarnych, sg trudniejsze i bardziej
zlozone, niz dowody przeprowadzone w oparciu o te inne systemy.

X kX

Podobnie jak w przypadku aksjomatow, potrafimy tez znalezé sys-
temy terminéw pierwotnych réwnowazne danemu systemowi. Odnosi
sie to w szczegodlnosci do systemu trzech terminéw R, ,<” i ,+7,
wystepujacych jako jedyne terminy pierwotne w rozwazanym ostat-
nio systemie aksjomatycznym. Jesli w systemie tym zastapimy na
przyktad symbol ,,<” symbolem ,,<”, otrzymamy system réwnowaz-
ny, gdyz drugi symbol zostal zdefiniowany za pomoca pierwszego,
za$ Twierdzenie 8 méwi, jak mozna pierwszy zdefiniowaé¢ za pomoca
drugiego. Takie przeksztalcenie systemu terminéw pierwotnych nie
byloby jednak pod zadnym wzgledem korzystne, w szczegdlnosci zas
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nie przyczynitoby sie do uproszczenia aksjomatow; co wiecej, czytel-
nikowi bardziej oswojonemu z symbolem ,,<” niz z ,,<” mogloby sie
ono wyda¢ sztuczne. Inny system réwnowazny otrzymamy zastepujac
»,+~ W pierwotnym systemie przez ,,—”, ale to przeksztalcenie réwniez
nie byloby celowe. — Na zakonczenie wspomnijmy jeszcze o tym, ze
znane sa systemy terminéw pierwotnych, rownowazne rozwazanemu
systemowi, ztozone jednak z tylko dwoch terminéw.

859 Zagadnienie niesprzecznosci skonstruowanej
teorii

Poruszymy teraz krétko dwa podstawowe zagadnienia dotyczace roz-
wazanego wyzej fragmentu arytmetyki i jego metodologii, mianowi-
cie kwestie niesprzecznosci i zupelnosci (por.§41). Ze wzgledu na
rownowazno$¢ omawianych systeméw aksjomatycznych nasze uwagi
beda sie stosowaé do wszystkich z nich, choé bedziemy mdéwi¢ tylko
o Systemie A.

Skoro wierzymy w niesprzecznosé¢ catej arytmetyki liczb rzeczywi-
stych (zalozenie to uczyniliSmy poprzednio i bedzie ono obowiazywaé
w naszych dalszych rozwazaniach), to tym bardziej musimy przyjac,
ze:

Teoria matematyczna oparta na Systemie A jest niesprzeczna.

O ile jednak kazda préba Scistego dowodu niesprzecznosci calej aryt-
metyki prowadzi do zasadniczych trudnosci (por.§41), dowdd tego
rodzaju dla Systemu A jest nie tylko mozliwy, ale stosunkowo pro-
sty. Wynika to miedzy innymi z faktu, ze zasob twierdzen, dajacych
sie wyprowadzié¢ z systemu aksjomatycznego A, jest rzeczywiscie nie-
wielki; w oparciu o niego nie potrafimy odpowiedzie¢ na przyktad
na nader elementarne pytanie, czy jakie$ réznigce sie liczby w ogdle
istnieja. Okolicznosé ta bardzo utatwia dowiedzenie, ze w rozwaza-
nym fragmencie arytmetyki nie wystepuje ani jedna para twierdzen
sprzecznych. Wszelako za pomoca $rodkéw, ktérymi tu rozporza-
dzamy, nie daloby si¢ naszkicowa¢ dowodu niesprzecznosci, ani na-
wet probowaé zapoznaé czytelnika z jego zasadnicza mysla; wymaga-
toby to o wiele glebszej znajomosci logiki, za$ niezbedna czynnoscia
przygotowawcza byloby przedstawienie rozwazanego fragmentu aryt-
metyki jako sformalizowanej teorii dedukcyjnej (por.§40). Mozna
dodaé, ze gdybyémy rozszerzyli System A o jedno tylko zdanie, ktore
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orzeka, ze istnieja co najmniej dwie rézne liczby, to kazda préoba do-
wiedzenia niesprzecznosci rozszerzonego w ten sposéb systemu aksjo-
matycznego napotykataby na powazne trudnosci tego samego rzedu
co w przypadku rozmaitych pelniejszych systeméw aksjomatycznych
dla liczb rzeczywistych. '

860 Zagadnienie zupelnosci skonstruowanej teorii

W pordéwnaniu z kwestig niesprzecznoéci zupelnoéé Systemu A przed-
stawia sie o wiele proscie;j.

Istnieje mnéstwo zagadnien, ktére mozna sformutowaé przy uzyciu
wylacznie terminéw logicznych oraz wyrazéw pierwotnych Systemu
A, lecz ktérych nie da sie rozstrzygnaé na gruncie tego systemu. O
jednym takim zagadnieniu wspominaliSmy juz w poprzednim para-
grafie. Inny przyklad przedstawia prawo mowiace, ze dla dowolnej

fNa tym etapie czytelnik moze jeszcze nie doceniaé réznic miedzy rozmaitymi
teoriami arytmetycznymi. Ogoélna sytuacja moze si¢ wydawaé do$é¢ zawita, wiec
sprébujmy sformulowaé inaczej oraz uzupelié powyzsze streszczenie. Dowéd nie-
sprzecznosci pewnej elementarnej teorii liczb rzeczywistych (patrz §41 i nizej)
zazwyczaj zalezy od rozwiazania powaznych probleméw technicznych, z ktérymi
jednak mozna sobie poradzi¢. Uwagi te stosuja sie¢ w szczegdélnosci do Systemu
A rozszerzonego w opisany sposéb. (Probleméw takich, co wigcej, w specjalnych
przypadkach daje sie uniknaé, jak w przypadku nie rozszerzonego Systemu A.) Z
drugiej strony, gdy mamy do czynienia z arytmetyka liczb naturalnych lub wszyst-
kich liczb caltkowitych i wlaczamy cztery podstawowe dzialania na odpowiednich
liczbach, to dowdd niesprzecznosci musi napotykaé¢ na trudnoéci natury podsta-
wowej. — Ta zasadnicza roéznica obejmuje réwniez zagadnienie zupelnosci. Wbu-
dowana niezupelnosé, opisana tamze, odnosi sie w szczegdlnosci do tych ostatnich
teorii. Dla kontrastu, wybierajac w odpowiedni sposéb terminy pierwotne i ak-
sjomaty, mozna skonstruowac elementarna teorie liczb rzeczywistych, ktéra jest
zupelna. — Réznice miedzy teoriami elementarnymi i nie-elementarnymi omoéwi-
lidmy juz w cytowanym miejscu. Tu powtarzamy: w teoriach elementarnych nie
wystepuje pojecie zbioru (liczb, punktéw, etc.). Ograniczenie to oznacza w szcze-
gblnosci, ze w elementarnych teoriach liczb rzeczywistych nie mozna wprowadzié
zbioru liczb naturalnych, ani zbioru liczb catkowitych i dlatego mozna ominaé
wspomniane wyzej podstawowe trudnoéci. Co za$ do nie-elementarnych teorii,
mamy tu jako przyktad cata arytmetyke liczb rzeczywistych, ktéra zostanie omo-
wiona w nastepnym rozdziale. — W $wietle powyzszych rozwazan nalezatloby moze
wrocié¢ do zastrzezenia uczynionego na poczatku rozdziatu VII: ... logika jest je-
dyng teorig wczesniejszq.” Widzimy, ze trzeba by obwarowaé je ograniczeniem:
powinno sie podaé¢ doktadnie, jakie galezie logiki sa brane pod uwage.
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liczby x istnieje taka liczba y, ze
r=y—+y.

W oparciu o aksjomaty tylko Systemu A nie jesteSmy w stanie ani
udowodnié¢, ani obali¢ tego prawa. Widaé¢ to z nastepujacego ro-
zumowania. Ot6z symbolem R oznaczyliémy zbiér wszystkich liczb
rzeczywistych; inaczej méwiac, zbiér R zawiera jako elementy liczby
catkowite i utamki wtaéciwe, liczby wymierne i niewymierne. Ale jak
tatwo sie przekonaé, wszystkie aksjomaty, a tym samym wszystkie
twierdzenia, ktére z nich wynikaja, zachowalyby shusznosé, gdyby-
$my symbolem R oznaczyli albo zbiér wszystkich liczb catkowitych
(dodatnich, ujemnych i zera), albo zbiér wszystkich liczb wymier-
nych; innymi stowy, wszystkie te zdania pozostalyby stuszne, gdyby
wyraz ,liczba” znaczyt tyle, co albo ,liczba calkowita” albo ,liczba
wymierna”. W pierwszym przypadku zdanie, ktore mowi, ze dla ja-
kiejkolwiek liczby istnieje inna liczba, bedaca jej potows, bytoby fal-
szywe, w drugim natomiast — prawdziwe. Jedli wiec udatoby sie nam
udowodnié je w oparciu o System A, doszlibyémy do sprzecznosci w
przypadku zbioru liczb catkowitych; natomiast jesli bylibySmy w sta-
nie je obali¢, mielibySmy do czynienia ze sprzecznoscig w przypadku
zbioru liczb wymiernych.

Rozumowanie, ktére tu naszkicowaliémy, zalicza si¢ do katego-
rii dowodu przez wskazanie modelu; w dowdd przez interpretacje
(por.§ 8§37 1 56) mozna je przeksztalci¢ w sposéb nastepujacy. Niech
2" oznacza zbior wszystkich liczb catkowitych, zas ,,Q” — zbiér liczb
wymiernych. Podamy teraz dwie interpretacje Systemu A w obrebie
arytmetyki. Symbole ,<”, ,>" i 47 pozostaja niezmienione w obu
interpretacjach, natomiast symbol ,R”, ktéry wystepuje bezposred-
nio lub posrednio w kazdym z aksjomatéw, zostanie zastapiony przez
,Z" w pierwszej, a przez ,Q” w drugiej interpretacji.! (Nie bierzemy
tu pod uwage komentarza z §43 o mozliwej eliminacji symbolu ,R”,
poniewaz skomplikowaloby to nieco nasze rozumowanie.) Wszystkie
aksjomaty Systemu A zachowuja stluszno$é w obu interpretacjach.
Wszelako zdanie:

dla kazdej liczby x istnieje taka liczba y, Ze x= =1y + vy,

TPamietajac poprzedni odsylacz czytelnik pewnie spyta: a ktéra teorie aryt-
metyczng tu przyjmujemy? Widaé, ze wystarczy wybraé teorig, w ktérej wyste-
puje lub daje sie zdefiniowaé owe pie¢ symboli: ,Z”, ..., ,+” (ale niekoniecznie
»R”). Mozna zastosowaé calg arytmetyke liczb rzeczywistych, jak w nastgpnym
rozdziale, a mozna tez znalezé odpowiednie prostsze jej fragmenty.
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jest sluszne jedynie w przypadku drugiej interpretacji, zas w przy-
padku pierwszej zachodzi jego negacja:

nie dla kazdej liczby x istnieje taka liczba y, Z2e =y +y.

Przy zalozeniu niesprzecznosci arytmetyki z pierwszej interpretacji
wyciagamy wniosek, ze omawianego zdania nie da sie dowie$¢ na
gruncie Systemu A, z drugiej natomiast, ze nie da sie¢ go obalié.

Tak wiec pokazalismy, ze istnieja dwa zdania sprzeczne, sformuto-
wane wylacznie za pomoca terminéw logicznych oraz terminéw pier-
wotnych rozwazanej przez nas teorii matematycznej i takie, ktoérych
nie da si¢ wyprowadzi¢ z aksjomatow tej teorii. W ten sposéb docho-
dzimy do wniosku't:

Teoria matematyczna oparta na Systemie A jest niezupetna.

Cwiczenia

1. Umoéwmy sie, ze wzor:
QY

znaczy tyle co
rz+1<y.

W aksjomatach Systemu A®?) z §57 symbol ,,<” zastapi¢ wszedzie
przez ,&7, okreslié, ktére aksjomaty zachowuja stusznosé, a ktére —
nie, i pokazaé w ten sposéb, ze Aksjomat 1@ nie daje si¢ wyprowadzié¢
z pozostatych aksjomatéw. Jak nazywa sie zastosowana tu metoda?

T Ustaliwszy sprawy niesprzecznosci i zupelnoéci, przypomnijmy, ze dla danej
teorii dedukcyjnej istnieje jeszcze trzecie pokrewne zagadnienie, mianowicie za-
gadnienie rozstrzygalnosci (patrz §41). Okazuje sig, ze teoria uporzadkowanych
grup abelowych jest rozstrzygalna. To znaczy, ze istnieje algorytm pozwalajacy
na okreslenie, czy dane zdanie daje sie wyprowadzié¢ z aksjomatéw, czy nie. Taki
algorytm musi koniecznie wykorzysta¢ postaé aksjomatéw i twierdzen, a zatem
istotnym pierwszym krokiem w badaniu tego zagadnienia bytoby sformutowanie
omawianej teorii jako teorii sformalizowanej. Dalej, algorytm ten stosuje sie tylko,
gdy teoria uwazana jest za teorig elementarna (jak w ostatnich trzech rozdzialach),
czyli nalezy unikaé¢ pojeé¢ wladciwych dla teorii zbioréw. W twierdzeniach wolno
wiec stosowaé jedynie: zmienne przybierajace wartosci ze zbioru R, zwiazane z
nimi kwantyfikatory, symbole ,<”, ,+”,1 ,=", spdjniki zdaniowe oraz oczywiscie
nawiasy. (Por.takze §59 a w szczegdlnosci odsytacz na str. 223.)
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2. Wzorujac sie na dowodzie niezaleznosci, naszkicowanym w § 56 dla
Aksjomatu 20V, pokazaé, ze Aksjomat 2() nie daje sie wyprowadzi¢
z pozostalych aksjomatéw Systemu A2,

3. Niech symbol ,,IO{” oznacza zbior, ztozony z trzech liczb 0, 11 2.

Dla elementéw tego zbioru definiujemy relacje < postanawiamy, ze
bedzie ona zachodzié¢ tylko w tych trzech przypadkach:

o (o]
Ponadto definiujemy dziatanie 4+ na elementach zbioru R za pomoca
nastepujacych wzorow:

0r0=1y2=2%1=0,
0+1=1f0=2%2=1,
042=111=2%0=2.

W aksjomatach Systemu A® terminy pierwotne zastapié¢ odpowied-

[¢] [¢]
nio przez ,R”, ,,2” i,+” (i niech stowo ,liczba”’ znaczy teraz ,jedna
z trzech liczb 0, 1 1 2"). Wykaza¢ w ten sposéb, ze Aksjomat 3®) nie
daje sie wyprowadzi¢ z pozostatych aksjomatéw.

4. Aby wykaza¢ metodg dowodu przez interpretacje, ze Aksjomat
4@ nie daje sie wyprowadzi¢ z pozostalych aksjomatéw Systemu
A®) | wystarczy symbol dodawania we wszystkich aksjomatach zasta-
pi¢ symbolem jednego z czterech dziatan wspomnianych w ¢wiczeniu
3 rozdziatu VIII. O ktére dziatanie tu chodzi?

5. Rozwazy¢ dziatanie @ spelniajace nastepujacy wzor:
r®dy=2-(x+y).

Za pomoca tego dzialania wykazaé, ze Aksjomatu 53 nie da sie wy-
dedukowaé z innych aksjomatéw Systemu A2).

6. Skonstruowaé zbiér liczb takiego rodzaju, ktéry by wraz z relacja
< i dzialaniem + nie spelnial Aksjomatu 62, lecz stanowil model
pozostalych aksjomatéw Systemu A2, Jaki mozna wyciagnaé stad
wniosek odnognie wyprowadzalnoéci Aksjomatu 6(2)7

7. Aby wykazaé, ze Aksjomat 7® nie wynika z innych aksjoma-
téw Systemu A, dwa terminy pierwotne systemu zastepujemy (we



Cwiczenia 227

wszystkich aksjomatach) odpowiednimi symbolami, wprowadzonymi
w ¢wiczeniu 3, za$ trzeci termin pierwotny pozostawiamy bez zmiany.
Okregli¢ ten termin.

8. Wyniki otrzymane w ¢wiczeniach 1-7 pokazuja, ze zadnego aksjo-
matu Systemu A nie da sie wyprowadzi¢ z pozostalych aksjomatéw
tego systemu. Przeprowadzi¢ analogiczne dowody niezaleznosci dla
systemu aksjomatycznego A1) z §55 oraz A®) z § 58 (wykorzystujac
cze$ciowo interpretacje zastosowane w poprzednich é¢wiczeniach).

9. Odwolujac sie do systemu aksjomatycznego A2 wykazaé, ze jesli
zbidr liczb jest grupa abelows ze wzgledu na dziatanie dodawania,
to jednoczesnie jest on uporzadkowana grupa abelowa ze wzgledu na
relacje mniejszosci i dzialanie dodawania. Podaé¢ przyktady takich
zbioréw liczb.

10. W ¢wiczeniu 5 rozdziatu VIII wskazalismy kilka zbioréw liczb
tworzacych grupy abelowe ze wzgledu na mnozenie. Ktére z tych
zbioréw sg uporzadkowanymi grupami abelowymi ze wzgledu na re-
lacje mniejszosci i dzialanie mnozenia, a ktére — nie?

11. W oparciu o wnioski wyciagniete w ¢wiczeniu 10 skonstruowac
nowy dowdd niezaleznoséci Aksjomatu 72 od pozostalych aksjomatéw
Systemu A®) (por. éwiczenie 7).

*12. 7 systemu aksjomatycznego A®) wyprowadzi¢ nastepujace
twierdzenie:

Jesli istniejg choé dwie rozne liczby, to dla dowolnej liczby
x istnieje taka liczba y, Ze x < y.

Uogolniajac ten wynik udowodnié¢ ogdlne twierdzenie z teorii grup:

Jesli klasa K jest uporzgdkowang grupg abelowq ze wzgledu
na relacje R i dziatanie D i jesli K skiada sie co najmniej
z dwoch elementow, to dla kazdego elementu x naleZgcego
do K istnieje taki element y klasy K, Ze xRy.

W oparciu o to prawo wykazaé, ze zadna klasa bedaca uporzadko-
wang grupa abelowa nie moze zawiera¢ doktadnie dwoch, trzech itd.
elementéw. A czy moze zawieraé tylko jeden element? (Por. éwiczenie
8 w rozdziale VIII.)
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*13. Wykazaé, ze system Aksjomatéw 12)-3() (z §57) jest réwno-
wazny systemowi zlozonemu z Aksjomatu 1(?) i nastepujacego zdania:

jesli x <y, y<z, z<t, t<u, i u<wv, to v
Jako uogoélnienie tego wyniku ustali¢ nastepujace ogdlne prawo

teorii relacji:

Aby klasa K byla uporzqdkowana przez relacje R, warun-
kiem koniecznym ¢ wystarczajgcym jest, by R byla spdjna
w K 1 spelniata nastepujocy warunek:

jesli x,y, z, t, u i v s¢ dowolnymi elementami K 1 jesli
xRy, yRz, zRt, tRu 1 uRv, to nie zachodzi, Ze vRx.

*14. W oparciu o rozwazania w § 48, 55 i 58 wykazacé, ze nastepujace
trzy systemy zdan sa rownowazne:

(a) system Aksjomatéw 6-9 z §47,;
(b) system Aksjomatéw 4(2-6() 7 §57;

(c) system Aksjomatéw 3G i 4(3) z §58,

Uogblnié¢ ten wynik formulujac nowe definicje wyrazenia:

klasa K jest grupg abelowq ze wzgledu na dziatanie D;

definicje te powinny byé¢ réwnowazne definicji podanej w §47, lecz
prostsze; zapisa¢ odnosne aksjomaty za pomoca symboli (por. ¢wi-
czenie *29 w rozdziale VIII).

*15. Rozwazy¢ System AW zlozony z nastepujacych pieciu aksjoma-
tow:

AKSIOMAT 10 Jesli z #y, to <y lub y<z.

AKsIOMAT 2W. Jedli x <y, y<z, z<t t<u i u<owv,
to v < x.

AKSIOMAT 3W. 2 + (y + 2) = (v + 2) + .

AKSIOMAT 44 . Dia dowolnych liczb = i y istnieje taka liczba
z,z2e T=1y+ 2.
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AKSIOMAT 5W. Jedli y <z, to x+y<z+ 2.

Wykorzystaé¢ wyniki z éwiczenia *13 1 *14, aby wykazaé, ze System
AW jest réwnowazny kazdemu z Systeméw A2 i AG).
16. W §58 stwierdziliSmy, ze system trzech terminéw pierwotnych
SR, ,<” 1,47 jest rbwnowazny systemowi terminéw pierwotnych
SR, ,<” 1,47 do tego stwierdzenia powinnismy byli dodaé, ze sys-
temy te sg réwnowazne ze wzgledu na pewien system zdan, na przy-
klad, ze wzgledu na System A®) z §58 i Definicje 1 z §46. Wyjasni¢
dlaczego uzupelnienie takie jest niezbedne. Ogdlnie rzecz biorac, dla-
czego do stwierdzenia rownowaznosci dwoch systeméw terminéw (w
sensie §39), musimy zawsze przyjaé¢ okreslony system zdan?

*17. Rozwazy¢ System A®) zlozony z nastepujacych siedmiu zdan:
AKSIJOMAT 10). Dia dowolnych liczb = i y mamy: = <y
lub y < x.
AKSIJOMAT 20 Jesli © <y, i y<z, to x=y.
AKSIJOMAT 30). Jesli 2 <y, i y<z, to z<z.
AKSIJOMAT 40 2 +y =y + z.
AKSIOMAT 50). 2 + (y+ 2) = (z +y) + 2.
AKSIJOMAT 6O). Dia dowolnych liczb x i y istnieje taka liczba
z, 2e T=y+z.
AKSIOMAT 70 Jesli y <z, to x+y<z+ 2.

Wykazaé, ze aksjomaty systemu A (z §57) i A®) stajg sie réw-
nowaznymi systemami zdan, jesli do pierwszego z nich dodamy De-
finicje 1 z §46, a do drugiego — Twierdzenie 8 z §46, traktujac je
jako definicje symbolu ,,<”. Dlaczego nie wolno nam powiedzie¢ po
prostu, ze Systemy A®) i A®) sy réwnowazne?

18. Wzorujac si¢ na rozumowaniu z §60, wykazaé, ze na gruncie
Systemu A nie da si¢ ani udowodnié, ani obali¢ nastepujacego zdania:
jesli x < z, to istnieje taka liczba y, ze <y i y < =z.

*19. Wykazaé, ze w oparciu o System A nie da si¢ ani udowodnié,

ani obali¢ nastepujacego zdania:

Vody [y <) A (z < 2))].
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*20. W niniejszym rozdziale stosowaliémy metode dowodu przez in-
terpretacje w celu ustalenia niezaleznosci lub niezupelnosci danego
systemu aksjomatycznego. Metode te mozna takze stosowaé¢ w ba-
daniach niesprzecznosci. Rzeczywiscie, dysponujemy nastepujacym
prawem metodologicznym, ktére wyraza wniosek z prawa dedukcji:

Jesli teoria dedukcyjna S posiada interpretacje w teorii
dedukcyjnej T, a teoria T jest miesprzeczna, to teoria S
jest rowniez niesprzeczna.

Uzasadni¢ to stwierdzenie. W § 38 sformutowalismy uwagi doty-
czace pewnych interpretacji arytmetyki i geometrii; stosujac podane
prawo, wyprowadzi¢ z tych uwag odpowiednie wnioski odnoénie nie-
sprzecznosci obu tych nauk i jej zwiazku z niesprzecznoscia logiki. !

fCzytelnik powinien pamietaé, ze w tych interpretacjach podstawows role od-
grywa teoria zbioréw. Powinien réwniez przypomnie¢ sobie, co méwilismy w §41
na temat dowodéw niesprzecznosci i zrozumied, ze takie interpretacje dopuszczaja
tylko ograniczone wnioski odnosnie niesprzecznosci teorii. (W takich okoliczno-
$ciach uzywa si¢ terminu NIESPRZECZNOSC WZGLEDNA).
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Rozszerzenie skonstruowanej teorii:
podstawy arytmetyki liczb
rzeczywistych

8§61 Pierwszy system aksjomatyczny dla arytmetyki
liczb rzeczywistych

System aksjomatyczny A nie stanowi odpowiedniej podstawy dla ca-
tej arytmetyki liczb rzeczywistych z tego wzgledu, ze — jak wiemy z
§ 60 — liczne twierdzenia arytmetyki nie daja sie wyprowadzi¢ z aksjo-
matéw tego systemu, jak réwniez z innego, analogicznego i nie mniej
waznego powodu, mianowicie, ze wielu poje¢ arytmetycznych nie da
sie zdefiniowa¢ tylko za pomoca terminéw pierwotnych wystepuja-
cych w Systemie 4. W oparciu o nie nigdy nie zdotamy zdefiniowad,
na przyklad, symboli mnozenia lub dzielenia, czy tez takich symboli
jak 17, 27 itd.

Naturalnie, nasuwa sie nastepujace pytanie: w jaki sposob prze-
ksztalci¢ lub uzupetnié nasz system aksjomatow i terminéw pierwot-
nych, aby uzyskaé wystarczajaca podstawe dla skonstruowania catej
arytmetyki liczb rzeczywistych? Zagadnienie to daje sie rozwiazaé¢ w
rézny sposéb. Naszkicujemy tutaj dwie calkiem odmienne metody.!

1 Pierwszy system aksjomatyczny dla catej arytmetyki liczb rzeczywistych opu-
blikowal HILBERT w 1900 roku. System ten jest zblizony do Systemu A", z ktérym
sie wkrétce zapoznamy. Przed 1900 r. znano systemy aksjomatyczne dla pewnych
wezszych dzialéw arytmetyki; jeden z takich systeméw — dla arytmetyki liczb
naturalnych — podal w 1889 r. PEANO (por.ods. 2 na str.125). Kilka systeméw
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X ok X

W przypadku pierwszej metody za punkt wyjscia obieramy Sy-
stem A®) (por.§58), przy czym do terminéw pierwotnych wyste-
pujacych w tym systemie dodamy stowo ,jeden”, zastepujac go jak
zwykle symbolem ,,1”, za$ sam uktad uzupelnimy czterema nowymi
aksjomatami. W ten sposoéb otrzymamy nowy SYSTEM A’, zawieraja-

2

cy cztery terminy pierwotne ,R”, ,,<”, +7 1,17, zlozony z dziewieciu

aksjomatéw, ktore wypiszemy tu explicite:

AKSJOMAT 1. Jesli x # vy, to x<y lub y<uw.
AksJoMAT 2. Jesli x <y, to y < x.

AksioMAT 3. Jesli x < z, toistnieje taka liczbay, ze x <y
1y <z

AKSJIOMAT 4'. Jedli S © T sq dowolnymi zbiorami liczb (to
znaczy: S C RiT C R ) spelniajgcymi wa-
runek:
dla dowolnego x nalezgcego do S i dowolnego
y nalezgcego do T: x <y,
to istnieje liczba z czynigca zadosSé nastepujg-
cemu warunkows:
jesli x jest dowolnym elementem S, za$ y jest
dowolnym elementem T i jesli x # z i y # z,
to x<z 1 z<y.

AKSIOMAT 5. .+ (y+ 2) = (x + 2) + v.

AKSJOMAT 6. Dla dowolnych liczb x i y istnieje taka liczba
zZ, 2 T=1Y+z.
AKSIOMAT 7'. Jesli x+z<y+t, to x<y lub z<t.

AxksjoMmAaT 8.1 € R.

AKSJOMAT 97. 1 <1+ 1.

aksjomatycznych dla arytmetyki i jej rozmaitych dzialéw, w tym pierwszy sys-
tem aksjomatyczny dla arytmetyki liczb zespolonych, sformutowal amerykanski
matematyk E.V.HUNTINGTON (1874-1952); dokonal on waznego wkladu do ak-
sjomatycznych podstaw teorii logicznych i matematycznych.
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862 Blizsza charakterystyka pierwszego systemu
aksjomatycznego; jego metodologiczne zalety i
dydaktyczne braki

Aksjomaty podane w poprzednim paragrafie dzielg sie na trzy grupy.
W pierwszej, zlozonej z Aksjomatéw 1'-4', wystepuja tylko dwa ter-
miny pierwotne ,R” i ,<”; w drugiej, do ktérej naleza Aksjomaty
5'—7', mamy ponadto symbol ,+7; wreszcie w trzeciej grupie, zawie-
rajacej Aksjomaty 8 i 9’, pojawia si¢ nowy symbol ,,17.

Wiéréd aksjomatow pierwszej grupy dwa nie byly nam dotad zna-
ne, mianowicie Aksjomat 3’ i 4. Aksjomat 3’ nazywamy PRAWEM
GESTOSCI dla relacji mniejszosci. Prawo to wyraza fakt, ze relacja
mniejszosci jest gesta w zbiorze wszystkich liczb. Ogdlnie, relacja R
jest GESTA W KLASIE K, jedli dla dowolnych dwoch liczb = i y tej
klasy wzér:

TRy

zawsze pocigga za sobg istnienie elementu z klasy K, dla ktérego
zachodzi:

xRz 1 zRy.

Aksjomat 4’ znany jest jako PRAWO CIAGLOSCI dla relacji mniejszo-
$ci, AKSJOMAT CIAGLOSCI lub AKSJOMAT DEDEKINDAZ. Aby ustali¢
ogblny warunek CIAGLOSCI W KLASIE K dla relacji R, wystarczy za-
stapi¢ wszedzie w Aksjomacie 4’ \R” przez ,K” (i, co za tym idzie,
wyraz ,liczba” wyrazeniem ,element klasy K”) oraz ,<” przez ,R”.
Jedli, w szczegodlnodci, klasa K jest uporzadkowana przez relacje R,
a ponadto R jest gesta w K lub ciagla w K, to méwimy, ze klasa
K jest, odpowiednio, UPORZADKOWANA W SPOSOB GESTY lub UPO-
RZADKOWANA W SPOSOB CIAGLY.

Aksjomat 4" intuicyjnie jest mniej oczywisty i bardziej zlozony od
pozostatych aksjomatéw; rézni sie od nich juz choéby tym, Zze odnosi
sie nie do indywidualnych liczb, lecz do zbioréw liczb. Aby nada¢ mu
bardziej przejrzysta i przystepna postaé, dogodnie jest przyjac¢ przed
jego sformutowaniem nastepujace definicje:

Mowimy, Ze zbior liczb S POPRZEDZA zbior liczb T wtedy © tylko
wtedy, gdy kaida liczba nalezgea do S jest mniejsza od kazdej liczby
nalezgcej do T.

2 Aksjomat ten — w nieco bardziej skomplikowanym brzmieniu — sformutowat
niemiecki matematyk R. DEDEKIND (1831-1916), ktérego badania przyczynily sie
znacznie do ugruntowania arytmetyki, a zwlaszcza teorii liczb niewymiernych.
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Mowimy, Ze liczba z ODDZIELA zbidr liczb S od zbioru T wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwdch elementow — x ze zbioru S iy
ze zbioru T — rozZnych od z, x < z 1 z <y.

Opierajac sie na tych definicjach mozemy aksjomatowi ciagtosci
nadaé¢ bardzo prosta postac:

Jesli jeden zbior liczb poprzedza drugi, to istnieje co najmniej jedna
liczba oddzielajgca pierwszy zbior od drugiego.

Wszystkie aksjomaty drugiej grupy sa nam znane z wczesniejszych
rozwazan. Aksjomaty z trzeciej grupy, cho¢ nowe, maja taka prosta
i oczywista tresé, ze nie wymagaja prawie zadnego komentarza. Co
najwyzej zauwazymy, ze gdybySmy Aksjomat 9’ poprzedzili definicja-
mi symbolu ,0” i wyrazenia ,liczba dodatnia’, moglibySmy zastapic¢
go albo wzorem:

0<1

albo zdaniem:
1 jest liczbg dodatnig.

Zauwazmy teraz, ze Aksjomaty 1/, 2', 5, 6’ 1 7/ tworza uklad, ktéry
nazwaliémy Systemem A®) a ktéry — podobnie jak réwnowazny mu
System A — charakteryzuje zbiér wszystkich liczb jako uporzad-
kowana grupe abelowa (por.§57). Biorac pod uwage tres¢ wlasnie
przytaczonych aksjomatéw 3', 4, 8 1 9’, caly system mozemy opisa¢é
nastepujaco:

System A’ wyraza fakt, ze zbidr wszystkich liczb sta-
nowt uporzgdkowang w sposéb gesty i ciggly grupe
abelowg ze wzgledu na relacje mniejszoéci i dziala-
nie dodawania oraz wyréinia w tym zbiorze pewien
element dodatni 1.

X ok ok

Z metodologicznego punktu widzenia system A’ posiada wiele za-
let. Formalnie rzecz biorac, wydaje sie on najprostszy ze wszystkich
znanych systeméw aksjomatycznych, na ktérych mozna oprzeé teorie
calej arytmetyki. Pomingwszy Aksjomat 1’, ktéry — choé nie bardzo
latwo — daje sie wyprowadzi¢ z pozostalych aksjomatow, wszystkie
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inne aksjomaty tego systemu, jak rowniez wystepujace w nich terminy
pierwotne, sg wzajemnie niezalezne. Natomiast wartos¢ dydaktyczna
Systemu A’ i jego intuicyjno$¢ sa bez poréwnania mniejsze, bowiem
prostota podstawowych zatozen pociaga za sobg znaczne komplikacje
w dalszych wywodach. Nawet definicja mnozenia i wyprowadzenie
podstawowych praw dla tego dzialania nie nalezy do tatwych zadan.
Niemal od poczatku rozwazania wymagaja aksjomatu ciaglosci, zas
oparte na nim dowody nastreczaja poczatkujacym znaczne trudnosci
(na przyklad bez jego pomocy nie da sie udowodnié istnienia liczby
%, czyli takiej liczby y, ze y +y = 1).

8§63 Drugi system aksjomatyczny dla arytmetyki liczb
rzeczywistych

7 wytuszczonych przed chwilg wzgledéw warto poszukaé¢ innego sys-
temu aksjomatow, na ktérym mozna by oprzeé konstrukcje arytme-
tyki. System taki mozemy otrzymac¢ w nastepujacy sposéb. Za punkt
wyjécia obieramy System A®?). Przyjmujemy trzy dodatkowe terminy
pierwotne: ,,zero”, ,jeden” oraz ,iloczyn’; pierwsze dwa, jak zwykle,
zastapimy symbolami ,,0” i ,,1”, a zamiast wyrazenia ,tloczyn liczb
(lub czynnikow) x i y” (i zamiast ,,wynik mnoZenia x i y”) bedziemy
sie postugiwaé¢ zwyklym zapisem ,z - y”. System nasz ponadto roz-
szerzymy o trzynascie nowych aksjomatéw; dwa z nich — aksjomat
ciaglosci i prawo wykonalnosci dla dodawania — sa juz nam znane.
W ten sposéb dochodzimy do SYSTEMU A”| zlozonego z szeSciu ter-
minéw pierwotnych ,R”, <7,  +7,,0”, .7 1,17 oraz nastepujacych
dwudziestu zdan:

AKsJomAT 1”7, Jedli v # vy, to x <y lub y<uwx.
AksioMAT 2", Jesli x <y, to y < x.
AksioMAT 3", Jesli x <y i y<z, to x<-z.
AKsJOMAT 4”. Jesli S i T sq dowolnymi zbiorami liczb spel-
niajgcymi warunek:
dla dowolnego x nalezgcego do S i dowolnego
y nalezgcego do T', zachodzi: x <y,
to istnieje liczba z, dla ktorej speiniony jest
nastepujgcy warunek:
jesli x jest dowolnym elementem S, za$ y —
dowolnym elementem T i jeSlix # z i y #
z, to <z 1 z2<y.
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AKSJOMAT 5.

AKSJOMAT 6.
AKSJOMAT 7”.
AKSJOMAT 8.

AKSJOMAT 9”.

AKSJOMAT 10”.
AKsJjoMAT 117,
AKSJOMAT 12",

AksjoMmAT 13",
AKSJOMAT 14”.
AKSJOMAT 15”.

AKSJOMAT 16”.
AKSJOMAT 17”.
AKSJOMAT 18”.
AKSJOMAT 19”.
AKSJOMAT 20”.

Rozdziat X. Podstawy arytmetyki liczb rzeczywistych

Dla dowolnych liczb x i y istnieje taka liczba
z, ze z = x +y (inaczej méwiac: jesli z € R
i yeR, to x+yeR).
r+y=y+w=x
r+(y+2)=(z+y)+z
Dla dowolnych liczb x i y istnieje taka liczba
z,2ex =Y+ 2.
Jeslhh y<z, to r+y<z+=z.
0eR.
z4+0=uz.
Dla dowolnych liczb x i y istnieje taka liczba
z, 2e z = x -y (inaczej mowiac: jesli = € R
i yeR, to z-yeR).
T-Yy=9y-x.
z-(y-2)=(z-y)- 2
Dla dowolnych liczb x iy, jesli y # 0,
istnieje taka liczba z, e x =1y - 2.
Jesh O0<z 1 y<z, to x-y<uzx-=z.
z-(y+z)=(x-y+ - 2).
1eR.
x-1=ux.

0# 1.

to

864 Blizsza charakterystyka drugiego systemu

aksjomatycznego; pojecie ciata liczb i ciala
uporzadkowanego liczb

W Systemie A”, podobnie jak w Systemie A’, mozemy wyr6zni¢ trzy
grupy aksjomatéw. W Aksjomatach 1”7 — 4" tworzacych pierwsza
grupe, wystepuja tylko dwa terminy pierwotne ,R” i ,<”; druga
grupa, zlozona z Aksjomatéw 5” —11”) zawiera dwa nowe symbo-
le: znak dodawania ,,+” oraz symbol ,,0”; wreszcie w trzeciej grupie,
utworzonej z Aksjomatéw 12" —20” wazna role odgrywaja znak mno-
zenia ,,-” i symbol ,,17.

Wszystkie aksjomaty pierwszych dwoch grup poza Aksjomatami
10”7 1 11” sa nam juz znane. Razem Aksjomaty 10” i 11” ustalaja,
ze 0 jest (prawostronnym) modulem dzialania dodawania. Ogolnie,
o danym elemencie m mowimy, ze jest PRAWOSTRONNYM lub LEWO-
STRONNYM MODULEM DZIAEANIA D W KLASIE K, jesli m nalezy do
K i jesli kazdy element x z K spelnia odpowiedni wzér:
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zDm =1z lub mDzx = x.

Gdy m jest jednoczesnie prawo- i lewostronnym modutem, nazywamy
go po prostu MODULEM DZIALANIA D W KLASIE K; oczywidcie, w
przypadku dziatania D przemiennego kazdy prawo- lub lewostronny
modut jest takze modutem.

W pierwszych trzech aksjomatach trzeciej grupy, czyli Aksjoma-
tach 12" —14”, rozpoznajemy PRAWO WYKONALNOSCI, PRAWO PRZE-
MIENNOSCI oraz PRAWO LACZNOSCI dla mnozenia; sa one dokladny-
mi odpowiednikami Aksjomatéw 5”7 —7”. Aksjomaty 15” i 16” na-
zywamy, odpowiednio, PRAWEM ODWRACALNOSCI PRAWOSTRONNEJ
dla mnozenia i PRAWEM MONOTONICZNOSCI dla mnozenia wzgledem
relacji mniejszoéci. Do pewnego stopnia aksjomaty te odpowiadaja
prawom odwracalnosci i monotonicznosci dla dodawania. Ich zalo-
zenia zawieraja jednak ograniczajace warunki ,y # 0”7 i 0 < z” i
bez wzgledu na nazwy, ktore nosza, nie mozemy na ich podstawie po
prostu powiedzieé, ze mnozenie jest odwracalne lub, ze jest mono-
toniczne wzgledem relacji mniejszosci (w sensie podanym w §§47 i
49).

Aksjomat 17" ustala podstawowy zwigzek miedzy dodawaniem a
mnozeniem; jest to tzw. PRAWO ROZDZIELNOSCI (dokladnie méwiac,
PRAWO ROZDZIELNOSCI PRAWOSTRONNEJ) dla mnozenia wzgledem
dodawania. Ogdlnie, o dziataniu C' méwimy, ze jest PRAWO- lub
LEWOSTRONNIE ROZDZIELNE WZGLEDEM DZIALANIA D W KLASIE K,
jesli dowolne trzy elementy x, y i z tej klasy spelniaja odpowiednio
wzOr:

xzM(yDz) = (xMy)D(zM=z)

lub (xDy)Mz = (xMz)D(yMz).

Jedli dziatanie C' jest przemienne, to pojecia prawo- i lewostronnej
rozdzielnosci pokrywaja sie i méwimy po prostu, ze dziatanie C' jest
ROZDZIELNE WZGLEDEM DZIALANIA D W KLASIE K.

Ostatnie trzy aksjomaty dotycza liczby 1. Aksjomaty 18" i 19”
wyrazaja razem, ze 1 jest prawostronnym modulem dzialania mno-
zenia. Tre$¢ Aksjomatu 20” nie wymaga zadnych wyjasnien; jego
rola przy konstruowaniu arytmetyki jest wicksza, niz mozna by w
pierwszej chwili przypuszczaé, bowiem bez jego pomocy nie mozna
by wykazaé, ze zbiér wszystkich liczb jest nieskonczony.
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X ok X

Zespdt wlasnodci, przypisanych dodawaniu i mnozeniu w Aksjoma-
tach 5” -8”, 12" 15" 1 17", ujmujemy krétko, méwiac, ze aksjomaty
te charakteryzuja zbiér R jako ciAro (lub, dokladniej, jako CIALO
PRZEMIENNE) ZE WZGLEDU NA DZIALANIE DODAWANIA I MNOZENIA.
Jedli ponadto wezmiemy pod uwage aksjomaty uporzadkowania 1”7 —
3" oraz aksjomaty monotonicznosci 9” i 16”, to powiemy, ze zbiér
R jest CIALEM LICZBOWYM UPORZADKOWANYM ZE WZGLEDU NA
RELACJE MNIEJSZOSCI ORAZ DZIALANIA DODAWANIA I MNOZENIA.
Czytelnik z latwoscig sie domysli, jak pojeciem cialta, czy tez ciala
uporzadkowanego objaé¢ dowolne klasy, dziatania i relacje. — Jesli na
koniec wezmiemy pod uwage aksjomat ciggloéci 4” i aksjomaty do-
tyczace liczb 01 1 (Aksjomaty 10”7, 117, 18" — 20”), to tresé¢ calego
systemu aksjomatycznego A” mozemy scharakteryzowaé nastepujaco:

System A" wyraza, ze zbiér wszystkich liczb jest cia-
tem uporzgdkowanym w sposéb ciggly ze wzgledu na
relacje mniejszo$ci oraz dziatania dodawania i mno-
zenia, a przy tym wyszczegolnia w tym zbiorze dwa
rozne elementy 0 @ 1, z ktorych pierwszy jest modu-
tem dodawania, drugi zas — modutem mnozenia.

§65 Rownowaznos$é obu systeméw aksjomatycznych;
metodologiczne braki i dydaktyczne zalety drugiego
systemu

Systemy aksjomatyczne A’ i A” sg réwnowazne (a raczej staja sie
réwnowazne z chwila, gdy pierwszy system uzupelnimy o sformuto-
wane za pomoca terminéw pierwotnych definicje symbolu ,,0” i znaku
mnozenia ,,-” ). Dowdd réwnowaznosci nie jest jednak tatwy. To praw-
da, ze wyprowadzenie aksjomatéw pierwszego systemu z aksjoma-
tow drugiego nie sprawia wiekszych klopotéw, ale gdy w gre wchodzi
zadanie odwrotne, to — jak juz powiedzieliémy — zaréwno sformutowa-
nie definicji mnozenia, jak uzasadnienie podstawowych praw rzadza-
cych tym dzialaniem, sprawia znaczne trudnosci (tymczasem prawa
te wystepuja jako aksjomaty w drugim systemie).

Pod wzgledem metodologicznym System A” zdecydowanie ustepu-
je Systemowi A’. Liczba aksjomatéw w A" jest przeszlo dwukrotnie
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wieksza. Aksjomaty te nie sa wzajemnie niezalezne; na przyklad
Aksjomaty 5” i 12", czyli prawa wykonalnosci dla dodawania i mno-
zenia, daja sie wyprowadzi¢ z pozostalych aksjomatéw, lub — jesli
aksjomaty te chcemy zachowaé¢ — mozemy pominaé¢ kilka innych, na
przyktad 6”, 11”7 i 14”. Nie sg tez wzajemnie niezalezne terminy
pierwotne, bowiem trzy z nich, mianowicie ,<”, ,0” i ,17, daja sie
zdefiniowaé za pomoca pozostalych terminéw (*jedng mozliwosé defi-
nicji symbolu ,,0” podalismy w § 53%); zatem liczbe aksjomatéw moz-
na jeszcze zmniejszyc.

Widzimy wiec, ze System A” dopuszcza rézne wazne ulatwienia,
bez ktérych jego zalety dydaktyczne (jak i walor intuicyjnosci) musia-
lyby znacznie zmaleé¢.! A zalety te sa rzeczywiécie wielkie. Na pod-
stawie Systemu A” mozna bez trudu rozwinaé¢ najwazniejsze dzialy
arytmetyki liczb rzeczywistych — teorie podstawowych relacji miedzy
liczbami, teorie czterech znajomych dziatan arytmetycznych, czyli do-
dawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia, teorie liniowych rownan,
nieréwnosci i funkcji. Potrzebne do tego celu metody dowodzenia
charakteryzuja sie naturalnoécia i zupetnie elementarnym stopniem
trudnosci; zwlaszcza, ze na tym etapie nie wystepuje aksjomat cia-
glosci, ktory odgrywa istotna role dopiero, kiedy przechodzimy do
,2Wyzszych” dziatan arytmetycznych, a wiec podnoszenia do potegi,
wyciagania pierwiastkow, logarytmowania i kiedy jest on niezbedny
dla dowodu istnienia liczb niewymiernych. Nie znamy zadnego in-
nego systemu aksjomatéw i termindéw pierwotnych, ktéry stanowitby
dogodniejszg podstawe dla elementarnej i jednoczes$nie Scisle deduk-
cyjnej konstrukeji arytmetyki liczb rzeczywistych.

Cwiczenia

1. Wykazaé, ze zbiér wszystkich liczb dodatnich, relacja mniejszosci,
dzialanie mnozenia i liczba 2 tworzg model Systemu A’ i Ze wobec
tego system ten posiada co najmniej dwie rézne interpretacje w aryt-
metyce.

TPamiQtamy, ze Autor kilkakrotnie odwolywal sie do tego obszaru pojeé, ktore
mozemy opisaé¢ stowami i zwrotami takimi jak ,pogladowy”, ,dydaktyczny’ (lub
spedagogiczny” ), ,przemawiajecy do intuicyi’, ,heurystyczny’, nawet ,estetyczny’.
(Patrz zwlaszcza rozwazania w § 39 odnosnie wyboru systemu aksjomatycznego, a
takze §§55, 57 1 62.) Dazenie do pogladowosci faktycznie byto dla Autora zawsze
wazng czescig badan naukowych.



240 Rozdzial X. Podstawy arytmetyki liczb rzeczywistych

2. Ktore sposréd relacji wymienionych w éwiczeniu 6 z rozdzialtu V
sg geste?

*3. Jak mozemy wyrazi¢ — za pomocg symboli algebry relacji — fakt,
ze dana relacja R jest gesta (w klasie pelnej)? Jak za pomoca jednego
rownania z algebry relacji mozemy wyrazié fakt, ze pewna relacja S
jest zarazem przechodnia i gesta? (Por. éwiczenie *17 z rozdzialu V.)

4. Okresli¢ ktore z nastepujacych zbioréw liczb sg uporzadkowane w
sposéb gesty ze wzgledu na relacje mniejszodci:

a) zbiér wszystkich liczb naturalnych,

zbior wszystkich liczb catkowitych,

(c

(
(b
(d

)
)
) zbidr wszystkich liczb wymiernych,
) zbiér wszystkich liczb dodatnich,

)

(e) zbiér wszystkich liczb réznych od 0.
*5. Aby udowodnié na podstawie Systemu A’ istnienie liczby %, czyli
takiej liczby z, ze:

z+z=1,

rozumujemy, jak nastepuje. Niech K bedzie zbiorem wszystkich ta-
kich liczb zx, ze:
r+x<l1,

za$ L niech bedzie zbiorem wszystkich takich liczb y, ze:
1<y+y.

Najpierw wykazujemy, ze zbiér K poprzedza zbior L, a po zastosowa-
niu aksjomatu cigglosci, otrzymujemy liczbe z, ktéra oddziela zbiér
K od zbioru L. Nastepnie mozemy pokazaé, ze liczba z nie nalezy
ani do K (w przeciwnym razie w K istnialaby liczba x wigksza od
z), ani do L. Stad wnosimy, ze z jest szukana liczba, inaczej mowiac,
ze zachodzi

z4+z=1.

— Doktladnie przeprowadzié¢ naszkicowany dowdd.

*6. Uogolniajac rozumowanie z poprzedniego ¢wiczenia, na podsta-
wie Systemu A’ udowodni¢ Twierdzenie T:
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Dla dowolnej liczby © istnieje taka liczba y, Ze
r=y+y.

T.

Poréwnaé otrzymany w ten sposéb wynik z wywodami w § 60.

*7. Zastapmy w Systemie A" Aksjomat 3’ Twierdzeniem T z poprzed-
niego ¢wiczenia. Wykazaé, ze otrzymany uktad zdan jest rownowazny
Systemowi A’.

Wskazoéwka. Aby wyprowadzi¢ Aksjomat 3’ ze zmodyfikowanego sy-
stemu, podstawi¢ w T ,x + 2” za ,x”; w oparciu o zatozenie Aksjo-
matu 3’ mozna latwo wykazaé, ze otrzymana liczba y $wiadczy o
stusznosci tezy tego aksjomatu.

*8. Stosujac metode dowodu przez interpretacje wykazaé, ze jesli po-
miniemy Aksjomat 1’, to System A’ stanie sie systemem aksjomatow
wzajemnie niezaleznych.

*9. Rozszerzajac ¢éwiczenie 2 z rozdzialu VIII podaé interpretacje
geometryczng systeméw aksjomatycznych A’ i A”.

*10. Zapisaé wszystkie aksjomaty Systeméw A’ i A” za pomocg sym-
boli logicznych.

11. Czy odejmowanie i dzielenie oraz dzialania wymienione w ¢éwi-
czeniu 3 z rozdziatu VIII w zbiorze wszystkich liczb posiadaja prawo-
lub lewo- lub obustronne moduty? Czy dodawanie i mnozenie zbio-
row punktéw posiada moduty w klasie wszystkich zbiorow punktéw?

*12. Wykazaé, ze kazde dzialanie przemienne w pewnej klasie po-
siada w tej klasie co najwyzej jeden modul. Nastepnie uogélnia-
jac wynik z ¢wiczenia *24 w rozdziale VIII, udowodnié¢ nastepujace
teoriogrupowe twierdzenie:

Jesli klasa K jest grupg abelowq ze wzgledu na dzia-
tanie D, to dziatanie to posiada w klasie K doktadnie
jeden modul.

13. Rozwazamy pieé¢ dziatan arytmetycznych: dodawanie, odejmowa-
nie, mnozenie, dzielenie i potegowanie. Sformulowaé zdania, stwier-
dzajace, ze jedno z tych dzialan jest prawostronnie rozdzielne i zdania
stwierdzajace, ze jest ono lewostronnie rozdzielne wzgledem innego
dzialania (zdan tych bedzie ogétem 40). Okresli¢, ktére z nich sa
prawdziwe.
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14. Wykonaé poprzednie ¢wiczenie dla czterech dziatan A, B, Wi M
wprowadzonych w ¢wiczeniu 3 z rozdzialu VIII. Ponadto wykazaé, ze
jesli dane dzialanie jest wykonalne w pewnym zbiorze liczb, to jest

ono prawo- i lewostronnie rozdzielne w tym zbiorze wzgledem dziatan
AiB.

15. Czy dodawanie klas jest rozdzielne wzgledem mnozenia i odwrot-
nie? (Por. éwiczenie 13 z rozdziatu IV.)

16. Ktoére sposrod zbiorow liczb wymienionych w ¢wiczeniu 4 sg cia-
tami ze wzgledu na dodawanie i mnozenie, lub ciatami uporzadkowa-
nymi ze wzgledu na te dziatania i relacje <7

17. Wykazaé, ze zbiér zlozony z liczb 0 i 1 jest cialem ze wzgledu na
zdefiniowane w éwiczeniu 6 w rozdziale VIII dzialanie @ 1 mnozenie.

18. Znalez¢ dwa takie dziatania na liczbach 0, 1 i 2, by zbiér tych
trzech liczb tworzyt cialo ze wzgledu na owe dziatania.

19. Jak mozna zdefiniowa¢ symbol ,,1” za pomoca znaku mnozenia?

20. 7Z aksjomatéw Systemu A” mozemy wyprowadzi¢ nastepujace
twierdzenie:
Vo0 <z — Jy(x =y-y).

Przyjmujac, ze twierdzenie to zostato juz udowodnione, wyprowadzié¢
z niego i z aksjomatéw Systemu A” nastepujace twierdzenie:

Vayle <y e (@#yn3ifz+(2-2) =y))].

Czy to drugie twierdzenie uzasadnia pewng uwage wyrazong w § 65
odnosnie mozliwej redukcji liczby terminéw pierwotnych w Systemie

A2

*21. Udowodni¢ Twierdzenie T z éwiczenia *6 na podstawie Systemu
A”. Poréwnaé ten dowdd z dowodem proponowanym w éwiczeniu
*6 odno$nie Systemu A’; ktéry z tych dowoddéw jest trudniejszy i
wymaga lepszej znajomosci poje¢ logicznych?

Wskazoéwka. Do wyprowadzenia Twierdzenia T z Systemu A" zasto-
sowaé¢ Aksjomat 15", zastepujac w nim ,y” i ,,2” odpowiednio przez
,14+17 1 ,y" (ale najpierw trzeba wykazaé, ze 1+1 jest rézne od 0); w
ten sposob otrzymuje sie liczbe y i za pomocag Aksjomatéw 13”7, 177
i 19” mozna wykazaé, ze spelnia ona wzor dany w Twierdzeniu T.



Cwiczenia 243

*22. 7 aksjomatéw Systemu A” wyprowadzi¢ wszystkie aksjomaty
Systemu A’.

Wskazoéwka. Aby wyprowadzi¢ Aksjomat 3', przyja¢ Twierdzenie T
z ¢wiczenia *6, ktére mozna udowodnié na podstawie Systemu A”
(por. poprzednie ¢wiczenie); dalej rozumowaé w taki sam sposob jak
w ¢wiczeniu *7.
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Postowie wydawcy przektadu
Logika a dzielnos¢ umystu

Stulecie Szkoty Lwowsko-Warszawskiej obchodzone w roku 1995 to
wyborna sposobno$é¢ do wydania ksiazki tak wybitnego jej przedsta-
wiciela, jakim byl Alfred Tarski — ksigzki, ktéra okazata sie by¢
bestsellerem logicznym XX wieku, jeéli mierzy¢ rzecz liczba wydan
i przektadow. Kariere swa rozpoczeta od wydania polskiego, maja-
cego charakter niewielkiej ksiazki popularno-naukowej pt. O logice
matematycznej i metodzie dedukcyjnej (1936), ale juz w pierwszym
wydaniu amerykanskim rozrosta sie objetosciowo i tematycznie do
rozmiaréw podrecznika akademickiego. Totez jej przywrocenie czy-
telnikowi polskiemu musiato si¢ dokonaé¢ w formie przektadu. Na-
stepne dwa wydania amerykanskie byty poszerzane i ulepszane przez
samego Autora, czwarte za$, z roku 1994, zawiera wkltad redakcyjny
jego syna Jana Tarskiego.

Chociaz wzniesienie rocznicowego pomnika jest samo w sobie do-
brym powodem obecnej edycji, nie mniej wazna jest jej dzisiejsza
przydatno$¢ dla nauczania logiki, a takze dla badan nad umystem,
zwlaszcza nad ta jego cecha, ktéra dawniej okredlano jako dzielnosé
umystu. Dzi§ nazywamy to raczej inteligencjg.'

* k%

Studentom filozofii wyktada sie logike po to, by mieli pelnie wiedzy
filozoficznej. Przyszltym matematykom — dlatego, ze jest ona dziatem
matematyki. Do czego jednak stuzy wyklad logiki na innych kierun-
kach uniwersyteckich? Czy prawnik stanie sie dzieki niemu lepszym
prawnikiem, a lekarz lepszym lekarzem? Odpowiedz jest twierdzaca.
Istotnie, stanie si¢ lepszym — o tyle, o ile w wykonywaniu jego zawodu
liczy sie inteligencja.

Warunkiem nieodzownym inteligencji jest racjonalny krytycyzm.
Do niego za$ prowadzi studium logiki. Tg intencja kierowal sie Autor

'Zwrotu ,dzielnogé umystn” zwykt byt uzywaé Tadeusz Kotarbinski, ktérego
Alfred Tarski zaliczal z respektem do swych nauczycieli; upowszechnial go tez inny
wybitny przedstawiciel tejze Szkoty, Wiadystaw Witwicki w swoich przektadach
dialogéw Platona.
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Wprowadzenia do logiki, ktory w Przedmowie do wydania amerykan-
skiego 1941 pisal, co nastepuje (przektad W.M.).
Bylbym bardzo szczesliwy, gdyby ta ksiazka przyczynila sie do rozpo-
wszechnienia wiedzy logicznej. Logika przez doskonalenie i wyostrzanie
narzedzi mysli czyni ludzi bardziej krytycznymi, dzigki czemu staja sie
odporniejsi na atakujace ich dzis$ zewszad pseudorozumowania.

Dodajmy, pseudorozumowania takze wlasne, gdy je umiemy samo-
krytycznie ujawniaé¢ oraz naprawia¢ przy pomocy analizy logiczne;j.

Krytycyzm logiczny ma swdj teoretyczny fundament w pojeciu
DOWODU SFORMALIZOWANEGO. Stanowi ono gtéwny temat Wprowa-
dzenia. Jego doniosto$é¢ zasadza sie na tym, ze dostarcza ono wzorca
precyzji rozumowania oraz metody konstruowania teorii (por. odc.
40). Nie wszystkie rozumowania moga sie odznaczaé tego rodzaju
precyzja. Sa takie, na ktérych wolno polegaé¢, choé¢ odbiegaja od tego
wzorca, ale dzieki jego istnieniu mamy Swiadomosé czy to rozmia-
réw dystansu czy tez odmiennosci gatunku rozumowania, gatunku
nie mieszczacego sie w kategorii dowoddéw sformalizowanych.

Inteligencja czyli dzielno$¢ umyshu nie wyczerpuje sie bynajmniej
w dziatalnosci krytycznej. Tak jak Eros, z ktérego Platon uczynit w
Uczcie symbol tej dzielno$ci, rodzi sie ona z Obfitoéci i z Braku. Jest
w niej Obfitosé, a wiec moc umystu, inwencja, ktérej zawdzieczamy
tworcze pomysty; z drugiej jednak strony, jest krytyczna swiadomosé
niedostatku, zdolna przesiewaé¢ pomysty, odrzuca¢ niedobre, a z do-
brych wybiera¢ najlepsze. Nikt wiec nie bedzie twierdzil, ze studium
logiki daje patent na inwencje; tym, co ono realnie daje to sa kryteria
wartosciowania ptodéw inwencji.

Pod tym wzgledem pouczajaca jest lekcja historii logiki. W re-
akcji na logike scholastyczna, ktorej od czaséw Renesansu zarzucano
niezdolno$¢ atakowania probleméw przez nowe pomysty, powstal pro-
gram logiki odkrycia” (logica inventionis); patronowali mu, kazdy
na swéj sposéb, Bacon, Descartes i Leibniz. Pézniejszy rozwoj logiki,
choé¢ przekroczyl oczekiwania tych wielkich antenatow, nie potwier-
dzit jednak nadziei, ze stanie si¢ ona przewodniczka w odkrywaniu
prawd i dokonywaniu wynalazkow. Stala sie ona za to godnym zaufa-
nia sagdem apelacyjnym, do ktérego mozna sie odwolywacé, zwlaszcza
wtedy, gdy zawodzi instancja potocznego rozsadku. Na jej wyrokach
umyst sie uczy i tak pomnaza swa inteligencje.

Logika wchodzi dzi$ w zwiazki z informatyka (computer science)
oraz INFORMATYCZNA TEORIA UMYSLU (cognitive science). Druga
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z tych teorii ma w centrum uwagi zagadnienie sztucznej inteligencji
oraz jej stosunku do inteligencji naturalnej.

Jak sie ma pojecie dowodu sformalizowanego do informatycznej
teorii umystu? Aktualnosé¢ Wprowadzenia, gdy idzie o to zagadnie-
nie, moze sie wyda¢ zaskakujaca, skoro powstalo ono wczesniej niz
owa teoria, Autor za$ nie nalezal do ,komputerowego” (by tak rzec w
skrécie) nurtu logiki. W gruncie rzeczy jednak, zwiazek formalizacji
z problematyka sztucznej inteligencji jest czyms bardzo naturalnym.
Ogniwem, ktére je taczy (cos jak termin Sredni w sylogizmie) jest idea
mechanizacji rozumowania. Formalizacja dowodu jest jego mechani-
zacja w waznym tego slowa znaczeniu. Realizuje si¢ bowiem przez
branie pod uwage jedynie konfiguracji znakéw, czyli ich ksztaltu i
polozenia, a to sa wlasnosci nalezace do mechaniki. Dzieki temu kto$
sprawdzajacy poprawnos¢ dowodu sformalizowanego zachowuje sie
zupelnie jak automat: nie potrzebuje on niczego rozumieé, a tylko
mechanicznie manipulowaé¢ symbolami wedle wskazanych dyrektyw.

Zastapienie go w tej roli komputerem wymaga jeszcze dwoch kro-
kéw: (i) wybrania takiej teorii formalizacji, ktéra bedzie dla kom-
putera najstosowniejsza (sa to wyniki logiczne Gentzena, Herbranda,
Skolema, Betha i in.) oraz (ii) zbudowania komputera (co jest w
wielkiej mierze dzielem von Neumanna). Te dwa kroki techniczne,
choé¢ praktycznie decydujace, nie zmieniaja samej natury formaliza-
cii, takze tej w wersji Tarskiego.?

Zobaczmy przeto, jak pojecie dowodu sformalizowanego pomaga
w badaniu inteligencji.

* k%

Na trop odpowiedzi kieruje we Wprowadzeniu przypis 1 do roz-
dziatu VI powotlujacy sie na dzietko Pascala De l’esprit géométrique
et de l'art de persuader. Pierwszy czlon tej opozycji to zdolnos¢ ro-
zumowania dedukcyjnego, a wiec tego, co stanowi przedmiot logiki.
Drugi — to zdolnosé¢ przekonywania, do ktérej nalezy sztuka korzy-
stania z réznych praw rzadzacych umystem, nie tylko praw logiki.
Calos¢ owych praw tak jest wedlug Pascala ,nieskonczenie ztozona i
nieuchwytna”, ze lokuje si¢ na drugim biegunie, przeciwnym do pro-
stoty i uchwytnoéci dedukcji, zwlaszcza w jej postaci sformalizowane;j.

2Chodzi tu o réznice miedzy dowodem sformalizowanym z regula odrywania i
jej podobnymi, ktéry choé nie wymaga inwencji od tego, kto go sprawdza, wymaga
inwencji od jego autora (wersja stosowana przez Tarskiego) a dowodem robionym
bez tego rodzaju regul, nie wymagajacym zadnej inwencji (wersja stosowna dla
automatéw). Por. W. Marciszewski i R. Murawski, Mechanization of Reasoning
in a Historical Perspective, Amsterdam 1995 (Rodopi,Poznan Studies |...]).
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Dzieki temu badanie inteligencji mozna oprzeé na skali ztozonoéci,
w ktérej kres dolny jest wyznaczony przez prostote sformalizowanej
dedukcji, a kres gérny przez te czynnosci umyshu, ktore zawdziecza
on wiladzy z wielka trafnoscia okre$lonej przez Pascala jako esprit
de finesse. Jest w tym zwrocie odniesienie do postrzeganej przez
Pascala (jak potem przez Leibniza i Cantora) zawrotnej zltozonosci
Swiata. Duzieki tej wladzy umyst radzi sobie jako$ z ta zlozonoscia,
nawet gdy przerasta ona niepomiernie mozliwoéci werbalizacji czy
ujeé teoretycznych. Oto jak pisze o tym sam Pascal.?

Jezeli matematycy nie posiadaja esprit de finesse, to stad, iz bedac przy-
zwyczajeni do jasnych i grubych zasad matematyki i do rozumowania je-
dynie po dokladnym widzeniu i roztrzasnieciu swoich zasad, gubia sie w
rzeczach praktycznych, gdzie zasady nie dadza si¢ uchwyci¢ w podobny
sposéb. Zaledwie je widzimy, raczej czujemy niz widzimy; nieskoncze-
nie trudno daé je odczué tym, ktérzy nie czujg ich sami z siebie: sa to
rzeczy tak subtelne i tak liczne, iz trzeba bardzo delikatnego i jasnego
zmystu, by je czué i sadzi¢ prosto i jasno wedle tego czucia, najczesciej
bez mozliwosci udowodnienia ich po porzadku jak w matematyce, ponie-
waz nie posiadamy $cidle ich zasad i poniewaz przedsiewziecie to byloby
iScie bez konca. Trzeba odrazu ogarnac rzecz jednym spojrzeniem, a nie
za pomoca kolejnego rozumowania [...] czyniac to milezaco i bezwiednie.

Wspdlcezesny badacz inteligencji najlepiej zglebi te fundamentalna
opozycje, gdy pod Pascalowy opis pracy matematyka podstawi bu-
dowanie teorii sformalizowanej — od momentu, gdy juz dane sg jej
aksjomaty. Moment, gdy sa one juz dane, i pozostaje tylko sformali-
zowana procedura dowodzenia na ich podstawie kolejnych twierdzen,
dobrze si¢ nadaje na punkt wyjécia w konstruowaniu rozumujacej
sztucznej inteligencji. Tak pojeta sztucznosé, prawem tta kontrasto-
wego, pomaga w uchwyceniu specyficznych ryséw inteligencji natu-
ralnej. A to z kolei owocuje kryteriami inteligentnego my$lenia, do
ktorych ma sie odwolywac racjonalny krytycyzm.
* k%

Podczas gdy, z jednej strony, formalizacja dowodzenia dostarcza tta
kontrastowego dla badania inteligencji jako esprit de finesse, to z dru-
giej strony badania nad ta odmiang inteligencji maja cos$ do zawdzie-
czenia procedurom aksjomatyzowania teorii. Juz nie na prawach kon-
trastu lecz podobienstwa — tego rodzaju podobienstwa, jakie zachodzi

3 Mysli w wydaniu Ksiegarni $w. Wojciecha, w Poznaniu (b.r.w., przedmowa
Boya z r. 1921). Cytowany tekst znajduje si¢ na poczatku Dziatu 1. Przektad
Boya zmieniam przez zastapienie stowa ‘geometra’ stowem ‘matematyk’.
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miedzy wysoce uproszczonym wzorcem a jego skomplikowana reali-
7acja.

Alfred Tarski nalezal do pionieréw tego spojrzenia na teorie deduk-
cyjne, w ktérym definiowanie poje¢ uwaza sie za nie mniej wazne niz
dowodzenie twierdzen. Jego badania nad definiowalnoScia utorowaty
droge nowemu dzialowi metodologii nauk dedukcyjnych, rozwijanemu
potem przez E. W.Betha. Nie ma we Wprowadzeniu wykladu teo-
rii definiowalnoéci, ale jest na kazdym kroku pokazywana praktyka
definiowania w jej obu rodzajach: definiowania poje¢ wtérnych za
pomocg pierwotnych oraz charakteryzowania poje¢ pierwotnych za
pomocy uktadow aksjomatow.

Charakterystyka terminéw przez aksjomaty jest niezréwnanym
wzorcem tego procesu, ktérym jest rozwdj aparatury pojeciowej je-
zyka. Kazde wprowadzane don pojecie staje sie zrozumiate dopiero
wtedy, gdy wejdzie w dostatecznie gesta sie¢ powiazan z innymi po-
jeciami. Uktady aksjomatow w teoriach dedukcyjnych dostarczaja
lekcji tworzenia poje¢, w ktérej postepowanie da sie przesledzi¢ jak
w eksperymencie laboratoryjnym; potem zas tak opanowana metode,
w miar¢ potrzeb i mozliwoéci, mozna przenosi¢ na procesy pojecio-
twércze w innych naukach i w zyciu codziennym (np. stosowane w
ekonomii pojecie preferencji mozna precyzowaé wzorujac sie na poda-
nych we Wprowadzeniu aksjomatycznych charakterystykach réwnosci
i mniejszosci).

Tworzenie poje¢ to doniosty problem jezykoznawczy. Takich waz-
nych powiazan z teoria jezyka i jezykowsa praktyka jest we Wpro-
wadzeniu wiecej. Nalezy do nich zagadnienie cudzystowéw, a takze
liczne, obszerne i bardzo jasne komentarze na temat stosunku miedzy
jezykiem symbolicznym logiki a jezykiem naturalnym.

Byta dotad mowa o powiazaniach tresci Wprowadzenia z proble-
matyka informatyczna, psychologiczna i jezykoznawcza. Obecno$é w
niej problematyki matematycznej jest oczywista.

Nie mniej jednak niz do matematykow ksigzka adresowana jest do
filozoféw. Autor podejmuje aktualne zagadnienia z filozofii matema-
tyki i logiki, wigzac je umiejetnie z ogdlng filozofia. Przejawia sie
to w inspirujacych odniesieniach do Arystotelesa, Stoikéw, Pascala,
Leibniza, Cantora, Fregego, Russella, Carnapa i innych.

4Koniczac ten przeglad zastosowan dydaktycznych i badawczych, wydawca pra-
gnie podzigkowaé osobom, ktére zabraly gltos w dyskusji nad jego pierwotna wersja,
zawarta w Biuletynie Komisji Logiki Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, nr
3 (1994), mianowicie Janowi Tarskiemu, Urszuli Wybraniec-Skardowskiej i Ewie
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Czy tresé i forma ksigzki daja podstawy, by ja adresowaé do jeszcze
szerszego grona — do wyksztalconego i myslacego ogotu? Taki byt
zamyst Autora, gdy pisal po polsku jej pierwsza wersje. Uzupelnie-
nie do rozmiaréw podrecznika nie ostabilo tego pierwotnego trzonu,
ktérego potencjalnym czytelnikiem miat byé wzorowy inteligent — na
tyle inteligentny, ze majacy potrzebe rozwijania dzielnosci umystu.

Witold Marciszewsk:
Bialystok i Warszawa, czerwiec 1995

Zarneckiej-Biaty (za usterki, jeéli nadal pozostaty, odpowiada tylko wydawca).
Osobne podzigkowanie nalezy sie Janowi Tarskiemu za udostepnienie portretu
Alfreda Tarskiego, ktorego reprodukcja znajduje si¢ na okladce, oraz Urszuli
Wybraniec-Skardowskiej za wykonanie i uzyczenie filmu.
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Skorowidz
Opracowala Monika Sujczynska

Skorowidz zawiera wazniejsze terminy, ktére wystepuja w ksiazce w zna-
czeniu technicznym, wyrazenia o szczegdlnym znaczeniu i doniostodci, kilka
hasel nietechnicznych oraz nazwiska filozoféw i uczonych wymienionych w
ksiazce (poza wstepami). W nawiasach kwadratowych po terminie (lub wy-
razeniu) podano uzywany w ksiazce synonim tego terminu (lub wyrazenia).

Skorowidz podaje gléwnie numery stron, na ktérych pojawia si¢ dany
termin lub komentarz na jego temat. W przypadkach niektérych terminéw
lub wyrazen skorowidz odsyla do fragmentu, gdzie wystepuje ich synonim
lub odpowiedni symbol, ewentualnie przyktad ilustrujacy wystepowanie tego
terminu lub wyrazenia (bez komentarza).

W przypadku terminu, ktéry przewija sie przez cala ksiazke, zazwyczaj
podane sa tylko wybrane strony; drukuje sie je wtedy pochylonym drukiem.
Pochylony wskazuje tez na hasta, ktére sg stowami obcego pochodzenia, ter-
minami przestarzalymi lub wyrazeniami uzytymi w szczegdélnym znaczeniu.

ABEL N.H. 183

abstrakcja: zasada abstrakcji 100

aksjomat 122

— ciaglodci [DEDEKINDA] 233n

— nieskoniczonosci: — nieskonczonosé

aksjomatyzacja arytmetyki: — aryt-
metyka

— geometrii: — geometria

— teorii logicznych: — teorie logicz-
ne

albo ... albo 22, 79, 172; — lub

algebra (— wyzsza) 3, 83, 183

— [rachunek] klas 71, 74n, 81, 86n, 94n,
148n

— [rachunek] relacji 93n, 114, 119, 165,
232

— elementarna (szkolna) 3, 29, 62n,
103n

algorytm [metoda mechanicznal 142

alternatywa [suma logiczna] 22n, 39n,
160, 173, 186, 194

yalternatywa” jako termin metodolo-
giczny 146

czlony alternatywy [sktadniki sumy
logicznej] 22
wylaczajace (niewylaczajace) zna-

czenie alternatywy 22
analiza (— matematyczna) 83
— jezykowa (w logice $redniowiecz-
nej i filozofii) 60, 74
antynomia klas RUSSELLA 77
argument, warto$¢ argumentu
103n,106,110n,120; — funkcja
ARYSTOTELES 20, 154
arytmetyka 3, 165n
aksjomatyzacja arytmetyki 126,
229n
teorie elementarne arytmetyki,
215n
pelna arytmetyka liczb rzeczywi-
stych 224n, 231
interpretacja arytmetyki w zakre-
sie geometrii i logiki 133, 193,
228, 231
zagadnienia niesprzecznosci i
zupelnosci arytmetyki 142n,
215, 228
asymetria: — prawo asymetrii
BANACH S.: — paradoks Bana-
cha—Tarskiego
BARBARA: — prawo sylogizmu
BARBARA
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BERNAYS P. 147, 156
bledne koto w definiowaniu,
— — w dowodzeniu 35, 85, 124
Borzano B. 110
BooLE G. 20, 72
byt 56, 72
— nie istniejacy 4, 77

CANTOR G. 72

CARNAP R. 147

CHURCH A. 144

cialo (— przemienne), — liczbowe
uporzadkowane 238

cigglodé: aksjomat ciaglosci [prawo
-] 232n

cofanie si¢ do nieskoriczonosci [regre-
ssus in infinitum] 124

co najmniej jeden, co najmniej dwa,
co najwyzej jeden 65n

CORCORAN J. xix

cudzystéw 62, 68

cztony koniunkcji [czynniki iloczynu
logicznego] 21

czynnik w iloczynie wzglednym (re-
lacji) 179

— w mnozeniu 235

DEDEKIND R. 231
DE MORGAN A. 53, 74, 92
— prawa De Morgana
dedukcja: — wyprowadzenie
definicja 33n, 124, 139
definiendum, definiens 35n, 148,
197n
— reguly definiowania
Diopor KroNoOS 27
dla dowolnych, dla niektorych 8n, 37n,
166
dodawanie klas 78n, 86, 111, 195
— liczb 8, 174n
— logiczne (zdan) 36n, 42, 52, 193
— suma
dokladnie jeden 65
domknieta ze wzgledu na dziatanie 182
dowolny: dla dowolnych 36
dowod 124
— nieformalny 58, 168, 170n

— nie wprost [~ przez sprowadzenie do
niedorzecznosci] 167n, 177, 189n,
192n, 211n

— zupelny 49n, 53n, 58, 139n, 148,
151n, 169, 187, 189, 194

dwa: sklada sie z 2 elementow 84

»dwa” (w kwantyfikatorze iloscio-
wym) 65n, 69

dziatania arytmetyczne, podstawowe
——6, 109n, 143, 213, 229, 231

dziatanie binarne 112, 166, 185, 202

— logiczne 113

— taczne 182, 201

— monotoniczne: — monotonicznoscé

— na klasach 80n, 88n, 112n

— na relacjach 94n, 114n, 119

— odwracalne (prawo-, lewostronnie)
182, 204, 237
— odwracalno$é

— odwrotne 196, 204

— przemienne 182, 196, 209, 237n,
241

— rozdzielne 237

— unitarne 113

dziedzina funkcji 108

— relacji 92, 114

— teorii 76, 82, 98, 152n,

166, 183n, 209

ekwipolencja [réwnowaznos¢] 137n,
148, 210, 214, 221, 227n, 240n
réwnowazny pod wzgledem dowo-
du a réwnowazny pod wzgledem
wyrazenia 137
EUKLIDES 125

figura geometryczna 64, 73, 81, 99,

143, 153
konfiguracja geometryczna a

figura geometryczna 73

F1LoN z MEGARY 27

filozofia: uwagi odno$nie niektorych
zagadnien filozoficznych 28, 59,
76n, 82, 147

forma zdaniowa 13

formalizacja definicji i dowodéw 139n,
150n, 222n



FREGE G. 20, 85, 139, 156

funkcja 103

— dwdéch zmiennych [dwuargumen-
towa] 112

— injektywna, surjektywna: — od-
wzorowanie

— jednej zmiennej [jednoargumento-
wa] 112

— dwuwartosciowa, wielowartoscio-
wa: — relacje miedzy liczbami

— liniowa 239

— nazwowa [~ opisowa] 6n, 14, 30, 38,
75n, 88, 107, 184, 197

— numeryczna 39

— odwracalna: — relacja wzajemnie
jednoznaczna

— prawdziwosciowa 39n

— propozycjonalna [~ zdaniowa,
forma zdaniowa] 12

— surjektywna: — odwzorowanie

— trzech zmiennych [tréjargumen-
towa] 112

— zdaniowa 5n, 16

Gavorls E. 183
geometria 7, 19
— analityczna 133
— elementarna (licealna) 64, 71, 143,
191, 200
— nie-elementarna 143
aksjomatyczne podstawy geometrii
111
interpretacja geometrii w obrebie
arytmetyki i logiki 136, 231
niesprzecznos¢ i zupelnosé geo-
metrii, zagadnienie rozstrzy-
galnosci 143n, 231
réwno$¢ w geometrii, ,geometry-
cznie réwne” 64, 68, 101
GERGONNE J. D. 80
GODEL K. 144
gramatyczna postaé¢ (zdania) 4, 20,
26, 35, 61, 139, 147
grupa abelowa 182n, 201, 209,
227n, 241
— — uporzadkowana 207, 217, 219, 226
— — — w sposéb gesty [~ — ciagly] 235n,
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239; — prawo gestosci, relacja
gesta

HAUBER K. F. 188
HERBRAND J. 133

HitBerT D. 126, 143, 147, 231
HunTiNGTON E. V. 231

i (sp6jnik) 20n, 38
identycznosé [réwnosé] 55, 91
jest identyczne z [jest tym sa-
mym co] 55
— klas 77n, 87
— relacji 94
znak [symbol] identycznosci 63,
91
prawo identycznoéci 37n, 58, 78,
102, 152n
prawa teorii identyczno$ci 56n, 63,
67n, 187n
iloczyn 51
— bezwzgledny [skrzyzowanie] relacji
95
— wzgledny [zlozenie] relacji: — zlo-
zenie
— [skrzyzowanie] klas 80
iloraz 51, 197
implikacja [zdanie warunkowe| 24n,
40n, 43n, 48, 186, 189n, 194n
— w znaczeniu formalnym [~ formal-
na) 26
— w znaczeniu materialnym [~ mate-
rialna] 26
indywiduum 71, 76n, 84n, 93n, 151,
325
zmienna indywiduowa 151
informatyka 143, 246
inkluzja klas 77n, 87n, 103, 153n, 202
interpretacja systemu aksjomatycz-
nego, metoda dowodzenia przez
interpretacje 129n, 133n, 211n,
224n, 230, 241
— terminu pierwotnego 133n, 186
istnieje [istniejq] 8
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jest mniejsze od, jest wieksze od 165

jest mniejszy lub réwny [jest nie
wiekszy niz] 33

jest réwne z — réwna Ssie

jest rézne od [nie jest identyczne z]
55n

jest uporzqgdkowana przez relacje 101

jesli .. .to 20, 24n, 29, 36, 38

jesli, o ile 35

jezyk: czynniki psychologiczne w
jezyku 23n, 28

— codzienny [j. potoczny, j. powsze-
chny] 5, 10, 15, 20n

— naukowy, — logiki 13n, 22n, 31n, 43,
50n, 60n, 105n, 147, 174

kazdy: dla kazdego 8n, 36n, 125,
160n
klasa [zbiér] 71n
klasa a zbior 72
— ,niehomogeniczna” 77n
— nieskonczona, — skoniczona, pojecie
nieskonczonosci 72, 83n, 88, 110,
212, 239
ogolna teoria klas xxi, xxiii, 71n,
77, 85, 110, 145, 225
— pelna, — pusta 76n, 82n, 88, 98,
130n, 183
— pierwszego, drugiego rzedu 71, 76n,
83n, 93n
— i wlasnosé¢ 75, 80, 83, 99
— uporzadkowana 101, 118, 172, 215,
228, 235
— — w sposéb gesty 231
klasa wszystkich przedmiotow takich,
ze 74
klasy réwnoliczne [réwnowazne] 83n,
89, 100, 110n, 120
— liczba kardynalna
— wzajemnie sie wylaczajace
[~ roztaczne] 78n, 88, 92,
— zachodzenie klas
KLEIN F. 183
Koto Wiedenskie xn
komputery, informatyka 144
konfiguracja geometryczna [zbi6r
punktéw] 71, 73, 143, 201, 204,

241

koniunkcja (zdan) [iloczyn logiczny]
21, 50, 54, 65, 151, 160

kontrapozycja: prawo kontrapozycji
[transpozycji] 45n, 53, 89 154,
160, 189, 191, 193

konwers [odwrdcenie] relacji 97, 108,
115, 119, 171, 178

KOTARBINSKI T. xxi

krzyzowanie si¢ klas: — zachodzenie
klas

ksztalt figury geometrycznej 99n, 117

kwantyfikator 66, 74

— egzystencjalny 9n

— ogdblny 8n, 37, 42, 47n, 152, 166n

— ilo$ciowy 65n, 69n, 205

kwantyfikatory a operatory 9

LeBNIZ G. W. 20

LESNIEWSKI S. 139, 147

LeEwis C. 1. 28

liczba 3

jest liczbg 4

— calkowita 3

— dodatnia 3, 78

— kardynalna [moc, 1. elementéw
klasy] 72, 83n, 100, 110, 120

— naturalna 51, 85

— niewymierna 3

— pierwsza 81

— rzeczywista 3, 82, 166n, 224n, 240

— ujemna 3, 81, 84n, 109n, 223n

— urojona 3

— wymierna 3, 78, 85, 224n, 240

liczby wzglednie pierwsze 115

— zespolone 3, 231

Lie S. 183

logiczne mnozenie zdan 37n, 53

logika arystotelesowska [tradycyjna
(dawna)] 18n, 78, 154

— dedukcyjna 125n, 140, 147

— [rachunek] predykatéw 66, 210

— [rachunek] zdan 20, 66

— wspolczesna, nowoczesna 23n,
26, 31, 44, 77, 104, 113,
124n, 139n, 146



logistyka [logika matematyczna,
logika symbolicznal] 19

lub 18n, 22, 26, 28, 146, 173;
— albo ... albo

tacznosé 43, 81, 183, 235
prawa tacznosci w algebrze klas 81
— — arytmetyce 174n, 183, 200n, 228n
— — rachunku zdan 43, 156
Lukasiewicz J. 20

matematyka 3

— licealna 3

— wyzsza 3, 12

MAZURKIEWICZ S. xxiv
metalogika, metamatematyka 147
metoda dedukcyjna 125n

— dowodzenia przez wskazanie

modelu, — — — interpretacje
— interpretacja systemu aksjo-
matycznego

— graficzna 136
— tabelek prawdziwosciowych [~ ma-
tryc] 38
— zero-jedynkowa 40
metodologia nauk dedukcyjnych 32
— matematyki 123
mnozenie klas 80n, 88, 201n, 242
— liczb 197n, 200n, 227, 237n;
— iloczyn
— logiczne mnozenie zdan
moc: — liczba kardynalna
model [realizacja] systemu aksjoma-
tycznego, — teorii dedukcyjnej
129n, 147n, 177, 200, 211
teoria modeli 147
modul dzialania (prawostronny, lewo-
stronny) 236n
monotonicznoéé¢, prawa monotonicz-
nosci, dzialania monotoniczne
184n, 190, 192, 198, 202n,
215, 23Tn
mowimy, ze 35n, 211

nalezy do [jest elementem], 72
nastepnik [wniosek] implikacji: —
poprzednik

255

nastepnik relacji 92, 103
nauka doswiadczalna xiii, 107, 116
— [teoria] dedukcyjna xiii, 123, 134,
139n, 145n, 150n, 212n
formalny charakter nauk deduk-
cyjnych 135
sformalizowana nauka dedukcyjna
139n, 149, 222, 225
syntaktyka i semantyka nauk dedu-
kcyjnych 147
nauki wczesdniejsze od danej nauki
125, 132n, 165, 223n
nawiasy 10, 38n, 156, 184, 198n, 225
negacja zdania 21, 39, 44n, 141n
— [uzupelnienie] relacji 95n, 119n, 178
nie 20n
niektore 10
nie jest prawdg, ze 21
nieréwnosé¢ 30
— a 16znosé¢ 96
— liniowa 239
— w szerszym (wezszym) znacze-
niu 174
nieskonczonos$¢: aksjomat nieskonczo-
nosci 85, 136
niesprzecznosé, niesprzeczny system
aksjomatyczny, niesprzeczna teo-
ria dedukcyjna 141n, 151, 212n,
222n, 230
— wzgledna 231
niewiadoma (w réwnaniu) 6
niezalezny system aksjomatyczny, sy-
stem aksjomatéw wzajemnie nie-
zaleznych 138, 149, 152n, 156n,
210n, 225n, 235, 239
— — terminéw pierwotnych, terminy
pierwotne wzajemnie niezalezne
138, 215n, 235
niezupelny system aksjomatyczny,
niezupetna teoria dedukcyjna
143n, 225

obraz (funkcji) 108

odcinek 64; — przystawanie figur
geometrycznych

oddziela jeden zbidr liczb od drugiego,

liczba, ktéra oddziela 236,
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240

odejmowanie 195n, 198n, 204, 241

odrywanie, reguta odrywania [regu-
ta modus ponens| 47, 152, 157,
169, 186

odwracalno$é¢, prawo odwracalnosci
prawostronnej 181, 183, 237

odwrotno$é zdania [zdanie odwrotne,
konwers| 32, 44n, 53, 152, 157n,
191n, 203

odwzorowanie injektywne 108,

— jednojednoznaczne, 108n

— surjektywne, 108

ogolna teoria zbioréw: — zbiér

operator wigzacy zmienne 10n, 65, 74n

osrodek w Berkeley xxiin

— — Gottingen 147

— — Lwowie xxi

— — Warszawie xxi, 147

— Koto Wiedenskie
oznaczajq, [s¢ nazwami] 7
oznaczenie 6n, 60n, 73n, 88, 146
relacja oznaczania 146

paradoks Banacha—Tarskiego xxi

PascaL B. 123

PeANO G. 126, 231

PEIRCE C. S. 14, 38, 92

pewien 10

pierwiastek réwnania: — réwnanie

pocigga za sobg 30, 32, 43

podklasa [podzbiér] 77n, 88, 153n

— wlasciwa [cze$é klasy], inkluzja
wlasciwa 78, 110, 119, 155

podobienistwo, relacja podobienistwa
99n

podreczniki: komentarze i krytyka
4, 30, 64, 77, 104n, 140n, 149

ypodstawa” a ,podstawowe narzedzie”
114

podstawianie: reguta podstawiania
47n, 54, 57, 151, 156, 169

ypodstawianie” a ,zastepowanie”

47

— réwnowaznych funkcji zdaniowych
34n, 53, 152n, 157, 160, 171

— stalych za zmienne 5n, 47

podstawy arytmetyki 125, 231n

— geometrii 125

— matematyki 13, 143

podwdjne uzupelnienie: prawo pod-
wbjnego uzupelnienia 88, prawo
podwdjnej negacji 53

podzielnosé: relacja podzielnosci,
podzielny, dzielnik 51n, 115

pojecie 63, 102

— logiczne 19, 55, 63, 113,
136, 139, 167, 242

— matematyczne, — arytmetyczne 63,
84, 134, 231

— metodologiczne 131, 133, 141, 167
— termin metodologiczny

poprzednik [zalozenie| i nastepnik
[wniosek]| implikacji 24n, 32n,
39n, 43n, 48, 191

poprzednik i nastepnik relacji 92

porzadek leksykograficzny 118

Post E. L. 144

postulat [twierdzenie pierwotne,
aksjomat] 124

— metodologiczny (zasada metodolo-
giczna) 123n, 138n, 214

péiprosta 81, 109n, 200

prawa algebry klas 78n, 87n, 94n

— —relacji 94n, 98n, 115

— De Morgana 53, 88, 186, 194

— metodologiczne 132n, 145, 151, 167,
191, 232

— przemiennosci w algebrze klas 81

— — w arytmetyce 7, 183n, 209n, 237

— — w rachunku zdan 42n, 58, 155,
158n

— rozdzielnosci w algebrze klas 88

— — w arytmetyce 236n

— — w rachunku zdan 53, 160, 194

— teorii identyczno$ci: — identycz-
nosé

— —relacji 94n, 119, 128, 177n, 228

— uporzadkowania liczb 167

prawda 8, 2Inn, 59, 82, 146

prawo, twierdzenie uznane 3

— asymetrii 160n

— ciaglosci 231

— dedukcji [twierdzenie o dedukcji]



133n, 213, 231

— dodawania liczb 183, 236n

— — logicznego 37n, 194

— gestosci 233n

— Haubera [systeméw zamknietych]
190n

— identycznosci: — identyczno$é

— kontrapozycji: — kontrapozycja

— Leibniza 56n, 63n, 67, 75, 170n, 184,
187

— logiki predykatow 211

— lacznosci: — tacznoséé

— matematyczne 29

— mnozenia liczb 236n

— monotonicznosci: — monotonicz-
nosé

— odejmowania 197n, 204

— ogblne [~ o charakterze ogélnym] 7

— podwdjnego przeczenia 53

— — uzupetnienia 88

— prawostronnej odwracalnoéci 183,
237

— przechodnio$ci: — przechodniosé

— przeciwzwrotnosci: — przeciw-
zwrotnosé

— przeksztalcania rownan i nieréw-
nosci w réwnowazne 190

— przemiennosci: — przemiennosé

— przeksztalcania réwnan i nieréwno-
$ci 187, 192n, 198

— rachunku zdaniowego 36

— reductio ad absurdum 168

— rozdzielnoéci lewostronnej, prawo-

stronnej 239, 242

sp6jnosci 172n, 214

— sprzecznodci 43, 82, 142

— sylogizmu Barbara 80

— — hipotetycznego 37n, 54, 154, 158n,
194

— — kategorycznego 78, 87, 152n

— symetrii 59n, 195

— symplifikacji: — symplifikacja

— systeméw zamknietych [~ Haubera]
188

— tautologii 43, 58, 81

— tozsamosci 37

— transpozycji: — kontrapozycja
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— trychotomii: — trychotomia
— wykonalnosci: — wykonalno$é
— wylaczonego srodka 43, 82, 142
— zwrotnosci: — zwrotnosé
predykat 66: — logika predykatéw
Principia Mathematica 13, 20, 77,
85
prosta, pélprosta 81, 109n, 136,
143
proste réwnolegle, relacja rownole-
gtosci 52, 99, 116, 147
przechodnio$é: prawo przechodnio$ci
dla inkluzji 78, 153
— — — —relacji identycznosci 58n,
187, 193, 195
przeciwdziedzina relacji, 92, 114
— [obraz] funkcji, 108
przeciwienstwo zdania: — zdanie
przeciwne
przeciwzwrotnosé: prawa przeciw-
zwrotnosci 167n
relacja przeciwzwrotna 98, 101n,
119, 170, 178
przedmiot 55
przedziat domkniety 86n, 120
przeksztalcenie wyrazen algebraicz-
nych 183n, 187, 192n, 198n
przemienno$é 43, 81, 183, 237
przybiera wartosci ze zbioru 108
przyporzadkowuje wartosci argumen-
tu, 104
przystawanie figur geometrycznych
(odcinkéw) 64, 69, 99, 101, 111,
115n, 126n, 148, 152
punkt 72, 109n, 136, 200
— zbidr wszystkich punktow
quod erat demonstrandum (g.e.d) 171

rachunek catkowy 12

— [algebra] klas 83

— predykatéw [logika predykatow] 66

— [algebra] relacji 94

— zdan [~ zdaniowy, logika zdaniowa]
20n, 156

rachunek a logika 66

rachunek funkcyjny 66

realizacja systemu aksjomatycznego
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129n, 147

reductio ad absurdum 168

regressus in infinitum 124

reguta modus ponens: — odrywanie

reguty rachunku zdan 149, 156n

— definiowania 35n, 139, 148n, 155
— bledne koto w definiowaniu

— dowodzenia [dowodu] 47, 139
— btedne koo w dowodzeniu

— odrywania: — odrywanie

— podstawiania 47

— zastepowania réwnych 57

relacja 91n, 128

— arytmetyczna 167, 173n

— asymetryczna 98, 102n, 119, 161,
172

— binarna [dwuczlonowa] 102, 111,
160, 178, 195

— czterocztonowa 111n

— dwuczlonowa 111

— funkcjonalna [funkcja] 103

— gesta 235, 240

— identycznosci 91, 951, 99, 101, 130,
167, 187

— inkluzji [zawierania] 94, 119, 179

— — wlasciwej 156

— jednoznaczna [~ funkcjonalna, fun-
kcja] 103

— lezy miedzy 111, 119

— ,mieszana” 93n

— mniejszosci, jest mniejszy niz 101

— podobienstwa 100n

— podzielnosci 115

— poprzedzania 118

— porzadkujaca 101n, 118, 172

— przechodnia: — przechodniosé

— przeciwprzechodnia 116, 119

— przeciwzwrotna: — przeciw-
zwrotno$é

— przystawania odcinkéw 99, 115,
126n

— pusta 94n

— roztgcznosci 78n, 92, 153

— réwnoksztaltnosci: — znaki réwno-
ksztaltne

— réwnoleglosci 99, 147

— réwnowaznosciowa [- réwnowazno-

$ci] 99n, 130
— jest rowny lub mniejszy od 33n, 173
— réznoksztattnosci: — znaki réwno-
ksztaltne
— rbéznosci: — réznosé
— spdjna: — spdjnoséé
— symetryczna 98n, 103, 119n, 128n
— tréjcztonowa 111n, 120
— uniwersalna 94, 130
— wielocztonowa 111n, 120
— wynikania 32, 33, 35, 145
— — w obu kierunkach 33
— wzajemnie jednoznaczna [funkcja
odwracalna] 108
— zachodzenia na siebie [krzyzowania
sie] klas 78
— zwrotna: — zwrotnosc¢
relacje arytmetyczne 161, 167n
— miedzy klasami 77n, 80, 86n, 91, 202
— — liczbami 106n, 163
— — relacjami 94
reprezentuje nazwe 7
— tréjcztonowe 111n, 120, 197
rozstrzygalna teoria 142n, 225
réwna sie [jest identyczne z] 55
réwnanie 30, 175
pierwiastek réwnania 6, 30, 69
strona réwnania 176n
— algebraiczne 3, 6
— liniowe 187, 239
réwnosé [identycznosé] 55, 63, 91,
99n
réwnowaznosé (zdan), zdania réwno-
wazne 32n, 51, 100, 171n, 214
strona rownowaznosci 32
réwnowazny 173
réwnowazny pod wzgledem dowodu a
rownowazny pod wzgledem srod-
kow wyrazu — ekwipolencja
réznica (w odejmowaniu) 13, 196, 204
— klas 89
réznoscé: relacja réznosci 92, 96n, 103,
171
»T02n08¢" a ,nieréwnosc” 96
RusseLL B. 20, 77, 85
— antynomia klas Russela
rzad klasy 71, 76n, 83n, 93n



— relacji 93n

schemat [wzorzec] dowodu 189, 194,
204

schematyczna postaé¢ (implikacji etc.)
44n, 190, 194, 211

SCHRODER E. 92

semantyka 147

sformalizowana teoria dedukcyjna:
— formalizacja definicji i dowo-
dow

SIERPINSKI W. xxiv

singleton 84

sklada sie z jednego, dwdch elementow
84

sktadniki (w arytmetyce) 166, 183

— sumy logicznej 22

stowa i ich nazwy 60n, 67

ystuszny” a ,prawdziwy’ 59

spelnia funkcje zdaniowq [spelnia da-
ny warunek] 5, 65

— twierdzenia teorii 129, 132

sp6jnik zdaniowy 20, 32, 36, 50, 156,
225

sp6jnosé: prawa spojnosci 172, 214

relacja spdjna 98, 101n, 119n, 172,

178, 228

sprzecznosé: teorioklasowe prawo
sprzecznosci 82

stala (matematyczna, logiczna) 3n,
19n

strona réwnania: — réwnanie

— réwnowaznosci 32

suma 163

— algebraiczna 191n

— klas 80n, 87n

— liczb 3, 13, 165

— logiczna [alternatywa)] 22

— relacji 95, 115

— wzgledna dwoch relacji 97

suppositio formalis, suppositio mate-
rialis 61

sylogizm hipotetyczny: — prawo sylo-
gizmu hipotetycznego

sylogizm kategoryczny: — prawo sylo-
gizmu kategorycznego

symbole i ich nazwy 60n
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ksztalt symbolu 60

— algebry klas, — — relacji 94n

— arytmetyczne, — matematyczne 3, 63

— identycznoéci: — identycznosé

— dla kwantyfikatoréw 10, 16

— liczbowe 184

— logiczne 17, 38n, 42, 168, 205

— w rachunku zdan 16, 38n, 156

— zawierania [~ ,€7] 72, 94

symboliczne oznaczenie klasy 74

symplifikacja: prawo symplifikacji dla
dodawania logicznego [prawo do-
dawania logicznego], prawo sym-
plifikacji dla mnozenia logiczne-
go [prawo mnozenia logiczne-
go| 37n, 42
prawa symplifikacji w algebrze
klas 88

system aksjomatéw 127, 207

symetryczny 169, 178, 210

— — wzajemnie niezaleznych 138, 149,
153n, 157, 210, 225, 236, 239

— formalny 135

— terminéw pierwotnych 136n, 221,
231

— zamknigty zdan 190n, 203

— zdan, — twierdzen 3, 132, 137, 212

syntaksa 147

polska szkota x, xxi

szkota stoikéw 27

tabelka prawdziwosciowa [matrycal
40
podstawowa tabelka prawdziwo-
$ciowa, pochodna tabelka praw-
dziwosciowa 41n, 150
TARrSKI A. 133, 138, 143, 146
tautologia
prawo tautologii w algebrze klas 81
— — w rachunku zdan 43, 58
teoria dedukcji [rachunek zdan] 66
teoria dowodu 147
— grup 113, 183, 203n, 227n, 241
— identycznosci 55n
— prawa teorii identycznosci
— jako system formalny 135
—klas 71, 144
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— mnogoéci 72

— modeli 147

— naukowa, nauka 3, 19, 28, 48, 55

—relacji 91n, 128, 177, 228

— réwnan algebraicznych 3

— typow logicznych 77n

— ,wlasnosci” 75

— wzglednosci 116
— rozstrzygalna teoria

teoria zmiennych pozornych [logika
predykatéw] 65

teorie logiczne 82, 154n, 231

aksjomatyzacja teorii logicznych

151n, 232

teorioklasowe prawo (prawo algebry
klas) 78, 81n, 88, 94

teorioklasowe prawo De Morgana 88

teorioklasowe prawo identycznosci 78

teorioklasowe prawo sprzecznosci:
— sprzecznosé

teorioklasowe prawo wytaczonego
srodka 82

termin definiowany 19n, 125, 146,
223n

— arytmetyczny, — matematyczny 3,
19, 65, 134n, 139n, 223n

— metodologiczny 30, 145, 151

— pierwotny [~ niezdefiniowany] 124n,
150n, 156, 165, 207, 213n, 221n,
231n, 2351, 240n, 242

teza [nastepnik] implikacji, — twier-
dzenia 29n, 59, 186, 192n,

219n, 241

transpozycja: prawo transpozycji
— kontrapozycja

trychotomia: prawo trychotomii w
stabszej postaci 167n

— — w silniejszej postaci 167, 172,

174n, 185n, 191n

trzy wartosci logiczne 82

twierdzenie 3, 29, 124, 167

— pierwotne [aksjomat, pewnik,
postulat] 124

— uznane [prawo] 3, 124

typy logiczne 77n

utamek algebraiczny 30

— wlasciwy 82, 224, 235, 240

ustala porzgdek 101

ustala odpowiednio$é doskonalq
108

uzupelnienie [dopelnienie] klasy 82,
88n

— [negacja] relacji 95n

uzywamy zdania a przytaczamy zdanie
61

VAILATI G. 168
VIETA F. 14

warto$¢ argumentu 103n, 108, 112,
120

— bezwzgledna 177

— funkcji 103n, 108, 112

— liczbowa [liczba] 40

— logiczna 39n, 82

warunek (zalozenie, przypuszczenie)
29n, 32n, 127, 198, 212

— [funkcja zdaniowa] 5, 12

— konieczny, — wystarczajacy 30

— konieczny i wystarczajacy 33

WHITEHEAD A. N. 20, 85

ywielkoé¢ stata” a ,wielkos¢ zmienna”
5, 104n

wielobok 64, 83, 89, 99

wielomian 30

wlasnosci i klasy 75, 80n, 83, 99

kazda wlasno$é (w teorii identycz—

nosci) 56n

wniosek [twierdzenie wyprowadzone
z innych twierdzen] 56, 63, 125, 189

WOODGER J. H. xxii

wszystkie 10

wtedy 1 tylko wtedy, gdy 32

wybér aksjomatéow, — terminéw pier-
wotnych 136n

wykonalnosé: prawa —, dziatanie wy-
konalne 182n, 198, 204, 209, 237n,
239

wylaczony $rodek: prawo wytaczo-
nego srodka w algebrze klas 82

— — — w rachunku zdan 43, 82, 142
wylaczajace znaczenie alternatywy



22,172

wynika 30, 32, 43

wynik dziatania 112

wyprowadzenie [dedukcja] 24n, 49,
54,124

wyrazenie 4n, 65n, 107, 137, 145

— algebraiczne 6, 29, 177

— rachunku zdan: — funkcja praw-
dziwosciowa

— jezykowe 60n: — jezyk codzienny

wzorzec [schemat] dowodu

wzor b

zachodzenie [krzyzowanie sie] klas
78n, 92, 155

zagadnienie rozstrzygalnosci, proce-
dura —, teoria — 143n, 150, 224

zalozenie [poprzednik] implikacji,
— twierdzenia 29n

zasada abstrakcji 100

zastepowanie zmiennej staltg 5

zawiera w sobie jako element 72

— w sobie jako podklase 77

zbidr [klasa] 71n

2bidr wszystkich punktéw|[miejsce geo-
metryczne wszystkich punktéw] 73

zdania egzystencjalne [~ o charakterze
egzystencjalnym, — absolutnie
egzystencjalne] 8n, 84, 128

— falszywe 5

— przeciwne [przeciwienistwo danego
zdania] 44

— przeciwstawne 44n, 53, 194

— réwnowazne: — réwnowaznosé

— sprzeczne 21, 141n, 222, 224

— sprzezone 44n, 53

— jednostkowe 9
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— warunkowe [implikacja] 24, 31n,
50, 190
— warunkowo—egzystencjalne 9
zdanie obalone 142, 223
— prawdziwe 8, 21, 59
alternatywa prawdziwy-falszywy 82
,zdanie” a ,funkcja zdaniowa” 5
— przeciwne 44n, 53, 191
— przeciwstawne 44n, 53, 193
zlozenie [iloczyn wzgledny] relacji
96, 114, 119, 179
zlozona funkcja zdaniowa 39n, 156
zmienna indywiduowa: — indywi-
duum
— matematyczna 3
— niezalezna, — zalezna 104
— wolna [~ rzeczywista] 11n, 15n,
68n, 73n, 88, 93, 117n, 128, 132
— zdaniowa 36n, 47, 69, 151, 156
— zwigzana [~ pozorna] 11n, 16n,
47n, 68, 73, 88
— — przez kwantyfikator 12
zero, symbol ,0” 51, 76, 197n, 236
znak (we wzorze) 117, 184, 192
znaki rownoksztalttne, réznoksztal-
tne 117
zbedne aksjomaty, zbedne terminy
pierwotne 138, 157, 207n, 213n,
235, 240
»zmienna niezalezna”, ,— zalezna” 104
zupelnosé 141
— systemu aksjomatycznego nauki de-
dukcyjnej 141n, 151, 223n
zwrotnosé: prawo zwrotnosci dla iden-
tycznosci 56n, 185
relacja zwrotna 98n, 116, 119,
128n, 170, 178
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