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Pierwsze wydanie polskie w/w edycji pt. Wprowadzenie do logiki i do metodologii
nauk dedukcyjnych, w przektadzie Moniki Sujczynskiej, ukazalo si¢ w roku 1994
pod redakcja Witolda Marciszewskiego nakladem Fundacji na rzecz Informatyki,
Logiki i Matematyki w Warszawie (Copyright) oraz Filii Uniwersytetu Warszaw-
skiego w Bialymstoku. Drugie wydanie, uzupelnione niniejszym Poslowiem (w
miejsce Postowia z 1-go wydania), ukazalo si¢ w roku 1966.

Intencja tego uzupelnienia jest aktualizacja Wprowadzenia przez dodanie
aneksu na temat logiki predykatéw. Dzial ten nie zostal uwzgledniony w wersji
oryginalnej, zapewne z tego wzgledu, ze czytelnik amerykanski, do ktérego ksiazka
byta adresowana, ma dostep do obfitosci publikacji szeroko traktujacych ten te-
mat. Inna jest jednak w tym wzgledzie sytuacja czytelnika polskiego. Omoéwienie
logiki predykatow ograniczytem do systemu tabel analitycznych. Ttumaczy sie to
aktualnoscig tego systemu, ktorg zawdziecza on swej formie prawie-algorytmiczne;j
(,prawie” z racji braku rozstrzygalnosci logiki pierwszego rzedu); wiaze go to z
komputerowym dowodzeniem twierdzen, ktére stanowi dzial jakze dzi$§ aktualnej
problematyki sztucznej inteligencji.

Obecny komentarz do Postowia dotaczam po uplywie czasu, ktoéry przyniost
mozliwosci elektronicznej komunikacji nieosiggalne w roku 1996. Y.acze z tym prosbe
o uwagi, czy to w charakterze krytyki czy kontynuacji, ktére mogltyby poméc w
ulepszeniu dotychczasowej wersji. Dogodnym dla takiej dyskusji miejscem jest blog
,Polemiki i Rozméwki” (blog.marciszewski.eu), kategoria ,Swiatopoglad informa-
tyczny”.

Witold Marciszewski, w lutym 2012

Logika, obecna w kulturze zachodniej od jej greckich poczatkéw, w uczelniach Sre-
dniowiecznych znalazla si¢ w magicznej liczbie siedmiu sztuk wyzwolonych, artes
liberales, zachecajajacych umyst do swobodnego lotu. Jak skorzystala z tej szansy,
wyrazil zywo C. S. Peirce: Wiszystkie razem wziete zastosowania logiki mniej
znaczq anizeli 6w skarb czystej teorii. Ogarnqwszy jej przedmiot, widzimy,
ze logika jest wizjg i osiggnieciem tej Rozumnosci, dla ktérej Niebo 1 Ziemia
zostaly stworzome. Stéw tych uzyt jako motta E. W. Beth w pracy o tabelach
semantycznych (1955), bedacych szczegblnie praktycznym $rodkiem dowodzenia (z
nich wywodzi si¢ technika oméwiona tu w ode. 3). Jest w tym osobliwo$é cywilizacji
zachodniej, ze siegnela szczytéw praktycznosci dzigki postawie gleboko spekulatyw-
nej, skierowanej ku Rozumnosci samej w sobie.

Sprawg, humanisty sa przygody mysli, ma wiec logika poczesne miejsce w cen-
trum humanistyki. A Ze jest zarazem pokrewna matematyce, powstaje problem
przyswojenia jej przez umysly o innych niz matematyczny talentach. Wprowa-
dzenie Tarskiego dobrze sie do tego nadaje, laczac przystepnosé wykltadu z in-
spirujacymi odniesieniami do jezyka codziennego, metod myslenia i dziejéw mysli.
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Alfred Tarski (1901-1983) nalezy do architektéw wspoétczesnej logiki, bedac wymie-
niany obok Arystotelesa, Gottloba Fregego (otwierajacego nowoczesng logike praca
z r. 1879) i Kurta Gédla (autora przelomowych wynikéw na temat ograniczen for-
malizacji dowodzenia).

Oryginat amerykanski nie byl adresowany do tak szerokiego audytorium jak
to, ktére ma logika w Polsce. Stad potrzeba uzupelnienia polskiego przektadu
tym, co jest z reguly obecne w naszych elementarnych kursach logiki. Ma temu
stuzy¢ obecne Postowie, wiazac pojecie wynikania logicznego z przystepna technika

dowodéw zatozeniowych w logice predyka‘c(’)w,1

1. Praktyczne przyklady praw logiki predykatow

Co to jest logika predykatéw, zostato wyjasnione w §20. Jej jezyk jest tak podsta-
wowy, ze oméwiono go juz w pierwszym rozdziale pt. ”O uzyciu zmiennych”. W
prawach logiki predykatéw wystepuja zmienne mogace reprezentowaé nazwy przed-
miotéw z dowolnej dziedziny. Stosunki ujmowane w tych prawach dadzg sie wyrazié
takze w jezyku codziennym (por. §4, s. 10), ale poniewaz jest on niepomiernie bar-
dziej skomplikowany niz jezyk logiki, owe relacje sa trudniejsze do zauwazenia; trud-
niej wiec tez w nim o poprawnos$¢ wystowienia i argumentacji. Niech nastepujace
prawa logiki predykatéw ukaza powigzania miedzy ich teorig logiczng a praktyka
jezyka codziennego.

T1. Vep(z) — o(y), T2. ¢(y) — Jxp(x).

Grecka litera ¢ zastepuje dowolne wyrazenie, ktére zawiera zmienng ,x”, repre-
zentujaca nazwe jakiego$ przedmiotu z rozwazanej dziedziny. T1 powiada, ze gdy
© jest prawda o kazdym przedmiocie to jest tez prawda o dowolnym konkretnym
przedmiocie y; a to dlatego, ze zmienna wolna w nastepniku dopuszcza podstawienie
nazwy dowolnego przedmiotu z danej dziedziny (por. §4). Prawo to oddaje pewien
spos6b dowodzenia zdan o przedmiotach jednostkowych; wolno takie zdanie uznad,
gdy uznaje si¢ odpowiednie zdanie dotyczace ogétu przedmiotéw z danej dziedziny.
Totez udowodniwszy sad ogdlny, uzyskujemy informacje o licznych przedmiotach
jednostkowych. Np. gdy sie wie, ze zawsze przyczyna grypy sa wirusy, to wiadomo
o kazdym zagrypionym, co jest przyczyna jego choroby. Prawo T2 powiada, ze jesli
co$ jest prawda o jakim$ konkretnym przedmiocie, to wiemy ogblnie, ze sa rzeczy, o
ktérych to jest prawda. Jest to pewien sposéb udowodnienia, ze istnieje okreslony
rodzaj przedmiotéw; np. by udowodnié, ze istnieje yeti, wystarczy wskazaé na jed-
nego osobnika tego rodzaju.

Nastepne przyktady sa sformutowane dla tych przypadkéow, w ktérych
wyrazenie ¢ jest predykatem o okreslonej liczbie cztonéw: jednocztonowym, tj.

1 Zastapiono nim Poslowie z 1go wydania (1995). W miedzyczasie ukazal sie w
PWN pierwszy tom Pism Logiczno-Filozoficznych Alfreda Tarskiego, pod red. Jana
Zygmunta, zawierajacy stynng prace ,,O pojeciu wynikania logicznego” z r. 1936.
Pojecie to nie pojawia si¢ we Wprowadzeniu, ale ze zajmuje kluczowe miejsce w
nauczaniu logiki w Polsce, pozadane jest przypomnienie go w tym miejscu (odc. 2),
gdy zostal juz szerzej udostepniony podstawowy w tej materii tekst Tarskiego.
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przypisujacym przedmiotowi pewna ceche, lub dwucztonowym, tj. opisujacym
dwuczlonows relacje (T11-T13).

T3. V.Pr < ~3d,~Pzx, T4. I,Px < ~V, ~Pzx.

Prawa te okreslaja stosunki miedzy kwantyfikatorem ogdlnym i egzystencjalnym,
podobnie do ich odpowiednikéw z jezyka codziennego, jak ,kazdy” i ,istnieje”.
Kto wiec uwaza, iz kazdy jest przekupny, uwaza tym samym, ze nie istniejq
tacy, co nie sq przekupni. Tyle T3. A powiedzenie istniejg sprawiedliwi moéwi
to samo, co nie kazZdy jest niesprawiedliwy. Choé te zwiazki sg oczywiste, zdarza
si¢ ludziom mylne rozmieszczanie negacji. Nie zawadzi wiec poéwiczy¢ T3 i T4,
a takze zdania powstajace z nich przez zanegowanie obu stron réwnowaznosci; te
drugie, od nazwiska logika, ktory si¢ nimi zajmowal, nazwano prawami de Morgana
(maja one odpowiedniki w innych teoriach logicznych — zob. Indeks).

T5. Vi(Px AQz) « (VuPr AV,Qx)
T6. Jp(PrAQx)— (FpPx A IQx)
T7. J.(PxV Qx) < (I Px Vv IQx)
T8. (VioPzxVV,.Qx) — V. (PzxV Q)
T9: V,(Px — Q) — (V,Pr — V,Qx)
T10. Vy(Pz — Qx) < ~3,(PzA ~Qx)
T11. V. VyRxy < V,V,Rxy

T12. 3.3,Rzy < 3,3 Rxy

T13. d,VyRay — Vy3, Rxy.

Prawa T5-T9 dotycza rozdzielania kwantyfikatoréw pomigdzy cztony réznych funk-
¢ji prawdziwosciowych lub tez wyprowadzania ich przed calo$é danej funkcji. Mozna
zauwazy¢ podobienstwo tych zwiazkow do zwiazkéw miedzy spdjnikami i kwanty-
fikatorami jezyka polskiego. Np. T5 oddaje réwnowaznos$¢ miedzy zdaniami kazdy
jest mtody + bogaty oraz kazdy jest mtody © kaZdy jest bogaty.

Co sie tyczy T6, zaleznos¢ zachodzi tylko w jedna strone. Implikacja odwrotna,
mianowicie: (3y;Px A 3;Qz) — 3(Pz A Qx) nie jest prawem logiki. Mozna
to wykazaé przez dobér odpowiedniego KONTRPRZYKIADU wzgledem implikacji,
tj. wskazanie takiego stanu rzeczy, w ktérym poprzednik bedzie prawdziwy, a
nastepnik falszywy. Niech rozwazana dziedzinag bedzie zbiér liczb calkowitych, a
wiec zmienng ,x” odczytamy zwrotem ,liczba catkowita”. Dalej, odczytajmy , P”
jako predykat ,jest liczba parzysta”, a ,Q)7 — ,jest liczba nieparzysta”. Wtedy
poprzednik jest prawdziwy, bo istnieja liczby parzyste oraz istniejg nieparzyste,
za$ nastepnik falszywy, bo nie jest prawda, ze istnieje liczba zarazem parzysta i
nieparzysta.

T7 okredla relacje miedzy alternatywa i kwantyfikatorem egzystencjalnym,
ktéry mozna rozdzieli¢ miedzy czlony alternatywy (implikacja od lewej do prawej),
a mozna tez wylaczy¢ przed alternatywe (implikacja odwrotna). Stosunek miedzy
alternatywa i kwantyfikatorem ogélnym jest opisany w T8. Implikacja odwrotna do
T8 nie zachodzi, co mozna znéw wykazaé¢ kontrprzyktadem. Ma on obali¢ formute:



4 O logice predykatéw — Postowie do drugiego wydania

Ve(Px V Q) — (VoPx V V,Qx). Niech rozwazana dziedzina bedzie zbiér ciat
niebieskich, jednym z predykatéw , jest gwiazda’, a drugim ,jest nie-gwiazda” (tj.
planeta, kometa etc.). W tej dziedzinie poprzednik powyzszej implikacji jest praw-
dziwy (kazde cialo jest gwiazda lub nie-gwiazda), nastepnik za$ falszywy, bo nie
jest prawda zaden czlon alternatywy: ani ten, ze kazdy obiekt jest gwiazda, ani
ten, ze kazdy jest nie-gwiazda.

Ostatnie trzy prawa dotycza przestawiania kwantyfikatoréw. O trzecim z nich
trzeba zauwazy¢, ze nie zachodzi implikacja don odwrotna: V3, Ry — 3.V, Rxy.
Mozna ja obali¢ choéby takim kontrprzykladem: w pewnej grupie kazdy kogos sig¢
boi, ale nie istnieje ktos, kogo boja si¢ wszyscy.

Na pilng uwage zastuguje T10, bo wynika zeni wazne praktycznie prawo:

T10*. 3,(PzA ~Qz) — ~V,(Pr — Q).

Uczy ono, jak za pomoca kontrprzykltadu mozna obali¢ ogdlne zdanie warun-
kowe: trzeba wskazaé¢ na (bodaj jeden) przedmiot, ktéry speinia poprzednik, a
nie spelnia nastepnika. Zwazywszy, jak powszechnym i szkodliwym bledem sg po-
chopne uogdlnienia, docenimy doniostoéé¢ tego prawa dla dobrego prowadzenia sig
umystu.

2. Wynikanie logiczne i dowodzenie twierdzen

Uzyto wyzej stowa ,wynika”. Ma ono w logice kilka znaczen, ktérych precyzyjne
rozrdznienie jest zastugg Tarskiego. Podal on definicje wynikania logicznego, zwa-
nego tez semantycznym, odrézniajac je od wynikania implikacyjnego ( Wprowadze-
nie §9) oraz wynikania inferencyjnego, zwanego tez WYPROWADZANIEM, ktére
zachodzi miedzy jakims$ zdaniem a tymi zdaniami, z ktérych ono powstato w re-
zultacie przeksztalcenn dopuszczanych przez REGUEY DOWODZENIA (§15), zwane
tez regutami wnioskowania lub inferencyjnymi. Gdy zdanie jest w ten sposéb
wyprowadzone z jednego lub wiecej zdan prawdziwych, zwanych wéwczas jego
PRZESLANKAMI, ma dzieki temu zagwarantowang prawdziwosé; méwimy wtedy,
ze zostalo DOWIEDZIONE na podstawie owych zdan i staje si¢ przez to TWIER-
DZENIEM tej teorii, do ktérej naleza przestanki.

Zdanie T10* wynika z T10 na wszystkie trzy sposoby, ale z tego przyktadu
nie nalezy wnosié, ze takie pokrywanie sie zachodzi w kazdym przypadku. Ow
fakt, ze wynikaniu logicznemu nie zawsze towarzyszy inferencyjne jest doniostym
odkryciem co do natury logiki.

Wyprowadzenia T10* z T10 mozna dokonaé za pomoca nastepujacych regut
wnioskowania: (1) od ¢ < ¥ do ¢ — ¥; (2) od p — Y do ~ P —~ ¢; (3)
od ¢ do ~~ ; (4) od (¢ — )i (¥ — x) do (¢ — X). We Wprowadzeniu
stosuje sie jedynie reguly odrywania i podstawiania (zob. s. 156 nn). Z tych dwéch
oraz odpowiednich praw logiki mozna wyprowadzié¢ (1) - (4); takie reguly wtérne
znakomicie upraszczaja dowody.

Wyprowadzenie T10* z T10 swiadczy o tym, ze pierwsze wynika inferencyjnie
z drugiego. Aby stwierdzi¢ wynikanie logiczne, trzeba sie¢ odwolaé do definicji tego
pojecia (co do uzytego tam terminu ,model”, zob. Wprowadzenie §37). Oto jej
tresé. Zdanie Z wynika logicznie ze zdan klasy K, wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy model klasy K jest zarazem modelem zdania Z. (dz. cyt. w przyp. 1, str.
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198). W obecnym przyktadzie klasa K zawiera tylko zdanie T10; jako prawo logiki
jest ono prawdziwe w kazdym modelu. Tak samo zdanie T10* jest prawdziwe w
kazdym modelu, a wiec kazdy model T10 jest modelem T10*, co znaczy, ze drugie
wynika logicznie z pierwszego.

Inna metoda znajdowania praw logiki predykatéw opiera si¢ na pojeciu wy-
prowadzania (wynikania inferencyjnego). Jest to metoda aksjomatyczna, o ktérej
obszernie i po mistrzowsku traktuje Wprowadzenie (rozdz. VI).2 Polega ona na
tym, ze pewne zdania przyjmuje si¢ bez dowodu, a pozostalych dowodzi si¢ wypro-
wadzajac je z tych aksjomatow za pomoca regul wnioskowania. Jest np. system,
w ktérym aksjomatami sg T1 i T2, a w dowodach stosuje si¢ regute odrywania i
nastepujace reguly, opatrzone zastrzezeniem, ze formula oznaczona dalej jako 1 nie
zawiera x jako zmiennej Wolnej.3

Rl. Z ¥ — ¢(x) wnioskujemy o — V,o(x);
R2. Z ¢(x) — ¢ wnioskujemy J,¢(z) — ).

Pojecia aksjomatu, reguly, systemu itp. sa nie mniej wazne dla humanistéw niz
dla matematykéw. Takie studium myslenia dedukcyjnego rzuca snop $wiatta na
funkcjonowanie inteligencji ludzkiej, a przez to samo toruje droge do waznej pro-
blematyki sztucznej inteligencji.

3. Jak zbadacd, czy formula jest prawem logiki predykatéow

Gdy z zalozenia A wynika inferencyjnie zdanie B, stanowi to dowéd zdania
A — B. Innym sposobem udowodnienia implikacji jest wykazanie, iz z jej za-
przeczenia, co réwna sie przyjeciu zalozenn A, ~ B, wynika inferencyjnie para
zdan sprzecznych. Tymi sposobami mozna dowodzi¢ praw logiki predykatow, nie
troszczac si¢ o znalezienie aksjomatéw i unikajac dtugich tancuchéw dowodowych.

Gdy w drugim ze sposobéw korzystamy z takich regul wnioskowania, ktére
prowadza do formul coraz to mniej ztozonych, az po najprostsze (tj. takie, ze si¢ juz
dalej nie rozkladaja), to uzyskujemy metode nie tylko dowodzenia lecz i obalania.
Mianowicie, w zbiorze wszystkich zdan najprostszych wywiedzionych z zafozZenia o
falszywosci zdania R(ozwazanego), albo jest sprzeczno$é (tj. zdania miedzy soba
sprzeczne w kazdym rozgalezieniu dowodu), albo jej nie ma. Gdy jest, to znaczy
ze zalozenie o falszywosci R jest falszywe, co stanowi dowdd prawdziwosci R. Gdy
jej nie ma (i nie bedzie, bo dowdd sie zamyka, gdy nie ma juz zdan zlozonych),
to znaczy, ze zalozenie o falszywosci R jest dla pewnych podstawien spetnione, a
wigc R nie jest prawem logiki. Oto reguty wnioskowania méwiace o tym, jak przez
kolejne eliminacje stalych logicznych dochodzi¢ do formut najprostszych; duze litery

2 Ukazuje si¢ ja tam na przyktadach teorii matematycznych, ale w kursach ele-
mentarnych pozyteczne sg przyktady z samej logiki. Krok w tym kierunku uczynit
redaktor czwartego wydania amerykanskiego, uzupetniajac Cwiczenia do rozdz. VI
zadaniami na wyprowadzanie twierdzen logiki zdan z podanych aksjomatow.

3 Motywacje tego zastrzezenia, przyktady dowodéw oraz wyprowadzenie reguty
generalizacji (jako wtérnej) mozna znalezé w Malej encyklopedii logiki (Ossolineum
1988), artykutl pt. ,Rachunek kwantyfikatoréw”, odc. 3).
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sa w nich nazwami formut; symbol ,|” poleca prowadzié¢ dowéd w dwéch gateziach
(na kazdej bedziemy $ledzié, czy pojawi sie sprzecznosé, czy jej zabraknie).

~~

" 1o A e
v 4yt v AR
= A ~- S
§ 20 ~3 =
v s S

Regutom (3) i (~ V) towarzyszy nastepujace zastrzezenie. Mozna je stosowaé tylko
wtedy, gdy stata ,c” (ktéra, po opuszczeniu kwantyfikatora, zastepuje zmienna ,x”
na kazdym miejscu w A) nie pojawila sie w dowodzie wczesniej w formule rézne;
od A; gdy zas .’ pojawia sie wezeéniej, to nalezy uzyé jako stalej innej litery, nie
uzytej dotad w dowodzie. Oto powdd zastrzezenia. Przypusémy, ze w dowodzie
zostalo juz wykazane istnienie przedmiotu spetniajacego A, tzn. 3, A(x). Mozna
wtedy wprowadzié¢ przedmiot oznaczony litera ,,¢” jako spehiajacy A. Gdy sie dalej
okaze, iz istnieje przedmiot spelniajacy B, to nie wolno nazywaé go znéw ,c”, bo
to by przesadzalo, ze spelnia on oba warunki, A i B, co nie zostalo udowodnione;
uzywajac zas innej litery, niczego takiego nie przesadzamy. Analogicznie uzasadnia
sie zastrzezenie przy regule ~ V, ktéra tez dotyczy zdan egzystencjalnych (to, ze
nie kazda rzecz spetnia A znaczy, Ze sa rzeczy nie spetniajace A).

Dowéd prawa T9. Jego negacja ~ (Vi (Pz — Bz) — (V,Pr — V,Bux))
wedle (~ —) prowadzi do zdan 1 i 2 stanowiacych zalozenia naszego dowodu.

Ve (Pz — Q);

~ (Vy Pz — ¥, Qx);
V.Px

Pa

~ Qa

Pa — Qa

~Pa | Qa

(SRR BEC NI B SQ SRR
N Wy

Kreska oznaczamy fakt pojawienia sie sprzecznosci (pojawia si¢ tu ona w obu
galeziach). A oto dowéd prawa 13: 3.V, Rxy — V,3,Rxy, gdzie ,Rxy” moze
by¢ np. zwrotem , jest liczba naturalng wigksza od y”.
3.V, Ray;

~ Vy3z Rzy;

vy Ray

~ 3, Rxb

Rab

~ Rab

o TR W N
LA e
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Z zaprzeczenia implikacji odwrotnej Od13: V,3,Rzy — 3.V, Rzy, nie udaje si¢
uzyskaé sprzecznosci pomimo zrobienia wszystkiego, co trzeba, by ja uzyskaé (gdyby
zachodzila), nie jest wiec ta implikacja prawem logiki.

Vy 3z Ray;
~ d,Vy Rxy;
d.Rza

Rba

~ ¥y, Rby

~ Rbc

o G A W N
oLy o

By wuzyska¢ sprzecznosé, trzeba by .y’ w 5 zastapi¢ przez ,a”, ale wobec

wystapienia ,,a” w 4 byloby to wbrew zastrzezeniu w regule (~ V). Zatem zaloZenie
(wiersze 11 2), iz jaki$ model spelniajacy poprzednik w Od13 nie spelnia nastepnika,
nie rodzi sprzecznosci. Nie kazdy wiec model poprzednika jest modelem nastepnika,
co znaczy, ze nastepnik nie wynika logicznie z poprzednika. A zatem Od13 nie
jest prawem logiki; nie wolno wiec rozumowaé wedle tego schematu.

Tak zastuguje sie logika jako organ kontrolny naszej intuicyjnej zdolnosci ro-
zumowania.

Witold Marciszewski



